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Бозоннi та фермiоннi спектри в моделi Бозе-Фермi-Габбарда

I.Р.Козярський, Т.С.Мисакович, I.В.Стасюк

Анотацiя. Дослiджено бозоннi та фермiоннi спектри моделi Бозе-
Фермi-Габбарда. Розраховано бозонну функцiю Грiна для випадку
локалiзованих фермiонiв та фермiонну функцiю в випадку локалi-
зованих бозонiв з використанням формалiзму операторiв Габбарда.
Побудовано фазовi дiаграми, що визначають областi iснування над-
плинної фази та фази моттiвського дiелектрика в площинi (µb, t

b)
(хiмiчний потенцiал бозонiв, параметр перескоку бозонiв) в режимi
фiксованого хiмiчного потенцiалу фермiонiв або фiксованої середньої
концентрацiї фермiонiв на вузлi. Для рiзних станiв у фазi моттiв-
ського дiелектрика, зображених на дiаграмах, побудовано бозоннi та
фермiоннi спектри частинок при рiзних температурах.

Boson and fermion spectrа of the Bose-Fermi-Hubbard model

I.R.Kozyarsky, T.S.Mysakovych, I.V.Stasyuk

Abstract. The boson and fermion spectra of the Bose-Fermi-Hubbard
model are investigated. The boson Green’s function is calculated for the
case of localized fermions and the fermion Green’s function is calculated
for the case of localized bosons; the formalism of Hubbard operators
is used. Phase diagrams determining the regions of existence superfluid
phase and the Mott insulator are built in the plane (µb, t

b) (the boson
chemical potential vs. boson hopping parameter ) in the regimes of fixed
chemical potential or fixed concentration of fermions. For different states
of the Mott insulator phase depicted on the phase diagram the boson
and fermion spectra are built at different temperatures.
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1. Вступ

Модель Бозе-Фермi-Габбарда можна вважати узагальненням моде-
лi Бозе-Габбарда [1] в випадку наявностi фермiонiв. Одним з при-
кладiв застосування моделi є експеременти по створенню оптичних
граток [2], де систему з великої кiлькостi частинок бозе та фер-
мi типiв охолоджують до низької температури, потiм помiщають в
штучно створене за допомогою лазера перiодичне потенцiальне по-
ле. Змiнючи величини iнтенсивностi лазерного випромiнювання та
температури охолодження можна пiдiбрати параметри моделi для
моделювання певного конкретного об’єкта та перевiрки теоретичнтх
розрахункiв [3]. В таких експериментах використовують, наприклад,
такi пари частинок: (6Li-7Li, 7Li-87Rb). Перше поколiння таких екс-
периментiв зосереджувалось головним чином на застосуваннi i, вiд-
повiдно, моделюваннi одних видiв частинок чи їхньої сумiшi рiзних
iзотопiв одного атома. У штучно створене поле вводилися суто бозе-,
чи фермi-частинки. Такi системи описувались вiдповiдно моделями
Бозе-Габбарда, чи Фермi-Габбарда [4,5]. Тепер експериментальна ро-
бота iде в сферу сумiшi рiзних видiв атомiв. Оскiльки компоненти
таких сумiшей суттєво вiдрiзняються спiном i атомними масами, то
це дає змогу моделювати системи з сильною анiзотропiєю. Крiм то-
го, коли в експериментах використовують легкi лужнi метали, такi
як Li, K чи один iз рiдкоземельних атомiв, таких як Sr, то один з
атомiв має можливiсть для змiни статистики Фермi-Дiрака на Бозе-
Айнштайна, шляхом простої змiни iзотопу [6]. Особливо цiкавою осо-
бливiстю бозе-фермi сумiшi є те, що вона дає можливiсть створювати
фермiоннi композити, утворених спарюванням фермiонiв i бозонiв
(або фермiонних i бозонних дiрок) [7–9].

Iншим прикладом систем, якi можуть бути описанi гамiльтонi-
аном моделi Бозе-Фермi-Габбарда, є iнтеркаляцiя iонiв в криста-
лах [10, 11], якi є оксидами перехiдних металiв, тут iони кристалiв
є бозонами, а електрони фермiонами. Наприклад iнтеркальванi iони
Li в кристал дiоксид титану TiO2. Такi системи належать до напiв-
провiдникiв, ширина забороненої зони в них становить 3 еВ. Цi ма-
терiали є предметом iнтенсивних теоретичних та експериментальних
дослiджень.

В цiй роботi ми розглянули модель Бозе-Фермi-Габбарда, ввели
оператори Габбарда, що дiють на одновузловi стани. Обчислили се-
реднi величини концентрацiй бозонiв та фермiонiв на вузлi гратки в
випадку сильної взаємодiї при вiдсутностi перескокiв частинок. По-
будували кореляцiйнi функцiї Грiна для бозе-частинок в випадку ло-
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калiзованих на вузлах фермiонiв [12], та фермi-частинок в випадку
локалiзованих на вузлах бозонiв. Вiдповiдно до цих функцiй Грiна
побудованi фазовi дiаграми та спектри частинок.

2. Розрахунок концентрацiї бозе- та фермi-

частинок при вiдсутностi переносу

Модель Бозе-Фермi-Габбарда описується наступним гамiльтонiаном:

Ĥ =
∑

〈i,j〉

tbijb
+
i bj +

∑

〈i,j〉

t
f
ija

+
i aj + Ub

N
∑

i=1

nb
i(n

b
i − 1)

2

+Ubf

N
∑

i=1

nb
in

f
i − µb

N
∑

i=1

b+i bi − µf

N
∑

i=1

a+i ai, (2.1)

де перший та другий доданок – енергiї мiжвузлового переносу вiд-
повiдно бозонiв та фермiонiв, третiй – енергiя взаємодiї бозонiв на
одному вузлi гратки, четвертий – взаємодiя бозонiв з фермiонами
також на одному вузлi гратки.

Введемо так званi «одновузловi» стани для вузла i. Якщо число
бозонiв на вузлi nb = m, а фермiонiв nf = 0, то такий вузловий стан
частинок позначатимемо |m〉; якщо nb = m, а фермiонiв nf = 1,то
такий стан позначатимемо |m̃〉. Перепишемо оператори породження
та знищення бозонiв i фермiонiв через оператори Габбарда Xmn =
|m〉〈n|, де n,m - приймають як «тiльдованi» , так i «нетiльдованi»
стани;

a+i =
∞
∑

n,ñ=0

X ñn
i

ai =

∞
∑

n,ñ=0

Xnñ
i

bi =
∞
∑

n=0

√
n + 1Xnn+1

i +
∞
∑

ñ=0

√
ñ + 1X ññ+1

i

b+i =

∞
∑

n=0

√
n + 1Xn+1n

i +

∞
∑

ñ=0

√
ñ + 1X ñ+1ñ

i . (2.2)

Перепишемо гамiльтонiан через оператори Габбарда:

Ĥ = Ĥb + Ĥf + Ĥ0, (2.3)
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де Ĥb та Ĥf - доданки перескоку вiдповiдно бозе- та фермi-частинок,
а Ĥ0 - доданок взаємодiї частинок на одному вузлi;

Ĥb =
∑

〈i,j〉

tbij

(

∞
∑

n=0

√
n + 1Xn+1n

i +

∞
∑

ñ=0

√
ñ + 1X ñ+1ñ

i

)

×
(

∞
∑

m=0

√
m + 1Xmm+1

j +

∞
∑

m̃=0

√
m̃ + 1Xm̃m̃+1

j

)

,

Ĥf =
∑

〈i,j〉

t
f
ij





∞
∑

n,ñ=0

X ñn
i ×

∞
∑

m,m̃=0

Xmm̃
j



 ,

Ĥ0 =

N
∑

i=1

(

∞
∑

n=0

λnX
nn
i +

∞
∑

ñ=0

λñX
ññ
i

)

. (2.4)

Тут введено позначення:

λn =
Ubb

2
(n2 − n) − µbn,

λñ =
Ubb

2
(ñ2 − ñ) + Ubf ñ− µbñ− µf . (2.5)

Розрахуємо деякi характеристики моделi у наближеннi, коли вiд-
сутнiй перенос частинок мiж рiзними їх позицiями, тобто tbij = 0 i

t
f
ij = 0. Розрахуємо статистичну суму системи в наближеннi гамiль-

тонiана Ĥ0.

Z = Sp exp(−βĤ0)

= Sp exp(

N
∑

i=1

−βĤi) = Sp

N
∏

i=1

exp(−βĤi) = ZN
i . (2.6)

Тут Zi – статистична сума, розрахована на один вузол, Zi =

Sp e−βĤi , N – кiлькiсть вузлiв в системi. Тодi термодинамiчний по-
тенцiал на один вузол буде: Ω = −T lnZi, а концентрацiя бозонiв та
фермiонiв на вузлi гратки:

nb = − ∂Ω

∂µb

=
T

Zi

∂Zi

∂µb

,

nf = − ∂Ω

∂µf

=
T

Zi

∂Zi

∂µf

, (2.7)

Zi =
∞
∑

n=0

e−βλn +
∞
∑

ñ=0

e−βλñ , (2.8)
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nb =

∑∞
n=0 e

−βλnn +
∑∞

ñ=0 e
−βλñ ñ

∑∞
n=0 e

−βλn +
∑∞

ñ=0 e
−βλñ

, (2.9)

nf =

∑∞
ñ=0 e

−βλñ

∑∞
n=0 e

−βλn +
∑∞

ñ=0 e
−βλñ

. (2.10)

Знайдемо середнi значення операторiв Габбарда:

〈Xnn〉 =
e−βλn

∑∞
n=0 e

−βλn +
∑∞

ñ=0 e
−βλñ

, (2.11)

〈X ññ〉 =
e−βλñ

∑∞
n=0 e

−βλn +
∑∞

ñ=0 e
−βλñ

. (2.12)

Побудуємо графiки залежностi середньої концентрацiї бозонiв
на вузлi гратки вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв в режимi фiксо-
ваного хiмiчного потенцiалу та фiксованої концентрацiї фермiонiв
(див. Рис. 1). В режимi фiксованої концентрацiї розв’язуємо рiвнян-
ня (2.10) вiдносно µf .
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Рис. 1. Концентрацiя бозонiв при (а) фiксованiй концентрацiї фер-
мiонiв, (b) при фiксованому хiмiчному потенцiалi фермiонiв T =
0.01, Ubb = 1, Ubf = 0.5.

Вiдомо, що при вiдсутностi фермiонiв концентрацiя бозонiв змi-
нюється стрибкоподiбно на цiле значення при змiнi хiмiчного потен-
цiалу бозонiв. При наявностi фермiонiв у системi утворюються так
званi композитнi фермiони [9], завдяки вiдштовхуванню мiж фер-
мiонами та бозонами ми маємо ситуацiю, коли фермiони фактично
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«не пускають» бозони на вузли i тому концентрацiя бозонiв при
деяких значеннях хiмпотенцiалу бозонiв є меншою порiвняно з ви-
падком вiдсутностi фермiонiв, це проявляється у додаткових стриб-
ках на концентрацiї бозе-частинок у режимi фiксованої концентрацiї
фермiонiв. У випадку фiксованого хiмпотенцiалу фермiонiв виникає
стрибок концентрацiї бозонiв не при цiлочисельному значенню хiм-
потенцiалу бозонiв вiдносно Ubb, та змiнюється по мiрi змiни фер-
мiонного хiмпотецiалу.

3. Розрахунок функцiї Грiна бозе-частинок

Розрахуємо функцiю Грiна 〈〈bp | b+l 〉〉 з врахуванням перескокiв ча-
стинок:

〈〈bp | b+l 〉〉 =

∞
∑

n=0

√
n + 1〈〈Xnn+1

p | b+l 〉〉

+

∞
∑

ñ=0

√
ñ + 1〈〈X ññ+1

p | b+l 〉〉. (3.1)

Знайдемо потрiбнi функцiї Грiна з рiвняння руху:

h̄ω〈〈Xnn+1
p | b+l 〉〉 =

h̄

2π
〈[Xnn+1

p , b+l ]〉+ ≪ [Xnn+1
p , Ĥ] | b+l 〉〉,

h̄ω〈〈X ññ+1
p | b+l 〉〉 =

h̄

2π
〈[X ññ+1

p , b+l ]〉+ ≪ [X ññ+1
p , Ĥ ] | b+l 〉〉. (3.2)

Пiдставляючи одержанi комутатори в рiвняння (3.2), отримуємо
наступнi рiвняння для фунцiй Грiна:

h̄ω〈〈Xnn+1
p |b+l 〉〉 =

h̄

2π
δp,l

√
n + 1〈Xnn

p −Xn+1n+1
p 〉

+(λn+1 − λn)〈〈Xnn+1
p |b+l 〉〉 +

∑

j

tbpj〈〈(Xnn
p −Xn+1n+1

p )bj |b+l 〉〉

+
∑

i

tbip〈〈b+i (Xnn+2
p

√
n + 2 −Xn−1n+1

p

√
n)|b+l 〉〉

+
∑

i

t
f
ip〈〈a+i Xnñ+1

p |b+l 〉〉 −
∑

j

t
f
pj〈〈X ñn+1

p aj|b+l 〉〉, (3.3)

h̄ω〈〈X ññ+1
p |b+l 〉〉 =

h̄

2π
δp,l

√
ñ + 1〈X ññ

p −X ñ+1ñ+1
p 〉
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+(λñ+1 − λñ)〈〈X ññ+1
p |b+l 〉〉 +

∑

j

tbpj〈〈(X ññ
p −X ñ+1ñ+1

p )bj |b+l 〉〉

+
∑

i

tbip〈〈b+i (X ññ+2
p

√
ñ + 2 −X ñ−1ñ+1

p

√
ñ)|b+l 〉〉

−
∑

i

t
f
ip〈〈a+i Xnñ+1

p |b+l 〉〉 +
∑

j

t
f
pj〈〈X ñn+1

p aj |b+l 〉〉. (3.4)

Приймаємо наближення t
f
pj = 0 в формулах (3.3) та (3.4).

Для розрахунку функцiй Грiна в правiй частинi рiвнянь (3.3),
(3.4) виконаємо розщеплення в дусi наближення хаотичних фаз:

〈〈(Xnn
p −Xn+1n+1

p )bj |b+l 〉〉 ≃ 〈Xnn
p −Xn+1n+1

p 〉〈〈bj |b+l 〉〉
+〈bj〉〈〈Xnn

p −Xn+1n+1
p |b+l 〉〉, (3.5)

〈〈(X ññ
p −X ñ+1ñ+1

p )bj |b+l 〉〉 ≈ 〈X ññ
p −X ñ+1ñ+1

p 〉〈〈bj |b+l 〉〉
+〈bj〉〈〈X ññ

p −X ñ+1ñ+1
p |b+l 〉〉, (3.6)

〈〈b+i (Xnn+2
p

√
n + 2 −Xn−1n+1

p

√
n)|b+l 〉〉 ≈

〈b+i 〉〈〈Xnn+2
p

√
n + 2 −Xn−1n+1

p

√
n|b+l 〉〉

+〈Xnn+2
p

√
n + 2 −Xn−1n+1

p

√
n〉〈〈b+i |b+l 〉〉, (3.7)

b+i (X ññ+2
p

√
ñ + 2 −X ñ−1ñ+1

p

√
ñ)|b+l 〉〉 ≈

〈b+i 〉〈〈X ññ+2
p

√
ñ + 2 −X ñ−1ñ+1

p

√
ñ|b+l 〉〉

+〈X ññ+2
p

√
ñ + 2 −X ñ−1ñ+1

p

√
ñ〉〈〈b+i |b+l 〉〉. (3.8)

Оскiльки, ми визначаємо функцiю Грiна для фази моттiвського дi-
електрика, то 〈bi〉 = 〈b+i 〉 = 0. Приймаючи також〈Xnn+2

p 〉 = 0 та
〈Xn−1n+1

p 〉 = 0, отримуємо наступнi функцiї Грiна:

〈〈Xnn+1
p | b+l 〉〉 =

∑

j t
b
pj

√
n + 1〈Xnn

p −Xn+1n+1
p 〉〈〈bj | b+l 〉〉

h̄ω − (λn+1 − λn)

+
h̄
2π

√
n + 1〈Xnn

p −Xn+1n+1
p 〉

h̄ω − (λn+1 − λn)
, (3.9)
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〈〈X ññ+1
p | b+l 〉〉 =

∑

j t
b
pj

√
ñ + 1〈X ññ

p −X ñ+1ñ+1
p 〉〈〈bj | b+l 〉〉

h̄ω − (λñ+1 − λñ)

+
h̄
2π

√
ñ + 1〈X ññ

p −X ñ+1ñ+1
p 〉

h̄ω − (λñ+1 − λñ)
. (3.10)

Таким чином, можемо записати функцiю 〈〈bp | b+l 〉〉:

〈〈bp | b+l 〉〉 =

∞
∑

n=0

∑

j t
b
pj(n + 1)〈Xnn

p −Xn+1n+1
p 〉〈〈bj | b+l 〉〉

h̄ω − (λn+1 − λn)

+

∞
∑

n=0

h̄
2π (n + 1)〈Xnn

p −Xn+1n+1
p 〉

h̄ω − (λn+1 − λn)

+
∞
∑

ñ=0

∑

j t
b
pj(ñ + 1)〈X ññ

p −X ñ+1ñ+1
p 〉〈〈bj | b+l 〉〉

h̄ω − (λñ+1 − λñ)

+

∞
∑

ñ=0

h̄
2π (ñ + 1)〈X ññ

p −X ñ+1ñ+1
p 〉

h̄ω − (λñ+1 − λñ)
. (3.11)

Оскiльки функцiя Грiна мiстить члени на рiзних вузлах, перейдемо
до ~k простору за допомогою Фур’є перетворення:

〈〈bp | b+l 〉〉 =
1

N

∑

~k

ei
~k ~Rpl〈〈b | b+〉〉k,

〈〈bj | b+l 〉〉 =
1

N

∑

~k

ei
~k ~Rjl〈〈b | b+〉〉k,

~Rpl = ~Rp − ~Rl,

tbpj =
1

N

∑

~k

ei
~k ~Rpj tbk. (3.12)

Таким чином, отримуємо функцiю Грiна бозе частинок в ~k просторi:

〈〈b | b+〉〉k =
1

2π

g(ω)

1 − g(ω)tk
, (3.13)

g(ω) =

∞
∑

n=0

(n + 1)〈Xnn
p −Xn+1n+1

p 〉
h̄ω − (λn+1 − λn)

+
∞
∑

ñ=0

(ñ + 1)〈X ññ
p −X ñ+1ñ+1

p 〉
h̄ω − (λñ+1 − λñ)

. (3.14)
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4. Розрахунок функцiї Грiна фермi-частинок

Розрахуємо для фермi частинок функцiю Грiна 〈〈ap | a+l 〉〉:

〈〈ap | a+l 〉〉 =

∞
∑

n,ñ=0

∞
∑

m,m̃=0

〈〈Xnñ
p | Xm̃m

l 〉〉. (4.1)

Знайдемо функцiю Грiна 〈〈Xnñ
p | Xm̃m

l 〉〉 з рiвняння руху:

h̄ω〈〈Xnñ
p | Xm̃m

l 〉〉 =
h̄

2π
〈{Xnñ

p , Xm̃m
l }〉

+ 〈〈[Xnñ
p , Ĥ ] | Xm̃m

l 〉〉. (4.2)

Пiдставляючи знайденi вирази комутатора та антикомутатора в
рiвняння (4.2) одержуємо наступне рiвняння для функцiї Грiна:

h̄ω〈〈Xnñ
p |Xm̃m

l 〉〉 =
h̄

2π
δp,l〈Xnn

p + X ññ
p 〉

+
∑

j

t
f
pj〈〈(Xnn

p + X ññ
p )aj |X ñm

l 〉〉 + (λñ − λn)〈〈Xnñ
p |X ñm

l 〉〉

+
∑

i

tbip〈〈b+i (
√
ñ + 1Xnñ+1

p −
√
n + 1Xnñ+1

p )|X ñm
l 〉〉

+
∑

j

tbpj〈〈(
√
ñ + 1Xn+1ñ

p −
√
n + 1Xn+1ñ

p )bj |X ñm
l 〉〉. (4.3)

При розщепленнi функцiй:

〈〈b+i Xnñ+1
p |X ñm

l 〉〉 ≈ 〈b+i 〉〈〈Xnñ+1
p |X ñm

l 〉〉 + 〈Xnñ+1
p 〉〈〈b+i |X ñm

l 〉〉,

〈〈Xn+1ñ
p bj|X ñm

l 〉〉 ≈ 〈Xn+1ñ
p 〉〈〈bj |X ñm

l 〉〉 + 〈bj〉〈〈Xn+1ñ
p |X ñm

l 〉〉, (4.4)

доданками з функцiями 〈〈b+i |X ñm
l 〉〉 та 〈〈bj |X ñm

l 〉〉 нехтуємо. Додан-
ки, якi мiстять середнi: 〈bj〉, 〈b+i 〉 рiвнi нулю, оскiльки данi середнi

для фази моттiвського дiелектрика в наближеному гамiльтонiанi Ĥ0

рiвнi нулю. Якщо прийняти наближення типу Габбард-1, дiстанемо
таке розщеплення:

≪ (Xnn
p + X ññ

p )ai | Xnm̃
l 〉〉 = 〈Xnn

p + X ññ
p 〉〈〈aj | Xnm̃

l 〉〉. (4.5)

Таким чином, отримуємо наступнi функцiї Грiна:

〈〈Xnñ
p | Xm̃m

l 〉〉 =

∑

j t
f
pj〈Xnn

p + X ññ
p 〉〈〈aj | Xm̃m

l 〉〉
h̄ω − (λñ − λn)

+
h̄
2π 〈Xnn

p + X ññ
p 〉

h̄ω − (λñ − λn)
, (4.6)
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〈〈ap | a+l 〉〉 =

∞
∑

n,ñ=0

∑

j t
f
pj〈Xnn

p + X ññ
p 〉〈〈aj | a+l 〉〉

h̄ω − (λñ − λn)

+
∞
∑

n,ñ=0

h̄
2π 〈Xnn

p + X ññ
p 〉

h̄ω − (λñ − λn)
. (4.7)

Оскiльки функцiї мiстять компоненти на рiзних вузлах системи
зробимо перетворення Фур’є:

〈〈ap | a+l 〉〉 =
1

N

∑

k

ei
~k ~Rpl〈〈a | a+〉〉k,

〈〈aj | a+l 〉〉 =
1

N

∑

k

ei
~k ~Rjl〈〈a | a+〉〉k,

t
f
pj =

1

N

∑

k

t
f
ke

i~k ~Rpj . (4.8)

Остаточно отримуємо функцiю Грiна для фермi частинок:

〈〈a | a+〉〉k =

∑∞
n,ñ=0

h̄
2π q(ω)

1 − t
f
k

∑∞
n,ñ=0 q(ω)

, (4.9)

q(ω) =
〈Xnn

p + X ññ
p 〉

h̄ω − (λñ − λn)
. (4.10)

5. Розрахунок середньої концентрацiї фермiонiв на

вузлi гратки

Обчислимо середню концентрацiю фермiонiв, для випадку локалiзо-
ваних на вузлi бозонiв, коли 0 < Ubf < Ub, Ub < µf < 2Ub. Як показа-

но в роботi [12], на фазовiй дiаграмi (µ
′

, µ), при низькiй температурi
для даного випадку вiдмiнними вiд нуля можуть бути середнi зна-
чення операторiв Габбарда лише у певних областях цiєї дiаграми, а
на лiнiях дотику таких областей одночасно декiлька таких середнiх
вiдмiннi вiд нуля (див. Рис. 2).

Розглянемо випадок для точок на фазовiй дiаграмi, що знахо-
дяться на лiнiї, яка роздiляє областi «2» та «1̃», де вiдповiдно на



10 Препринт

~

~

f

 Ubf

3Ubf

2Ubf

Ubf

UbUb 2
b

0~
1

2

0 1

2 3

Рис. 2. Фазова дiаграма основного стану системи Ubb = 1Ubf = 0.8.

цих областях вiдмiнними вiд нуля є середнi значення операторiв:
〈X22〉 та 〈X 1̃1̃〉. На лiнiї середнi значення цих операторiв вiдмiннi вiд
нуля одночасно. В такому разi можемо переписати функцiю Грiна
(4.9)наступним чином:

〈〈a|a+〉〉k =
h̄

2π

〈X 1̃1̃〉
h̄ω−(λ

1̃
−λ1)

+ 〈X22〉
h̄ω−(λ

2̃
−λ2)

1 − t
f
k( 〈X 1̃1̃〉

h̄ω−(λ
1̃
−λ1)

+ 〈X22〉
h̄ω−(λ

2̃
−λ2)

)
. (5.1)

При знаходженнi полюсiв цiєї функцiї(5.1)отримуємо квадратне
рiвняння, це вказує на те, що фермiонний спектр складається з двох
зон, коренi якого позначимо: ω1, ω2:

c = (λ1̃ − λ1)(λ2̃ − λ2) + t
f
k(λ2̃ − λ2)〈X 1̃1̃〉 + t

f
k(λ1̃ − λ1)〈X22〉,

b = −t
f
k〈X 1̃1̃〉 − t

f
k〈X22〉 − (λ1̃ − λ1) − (λ2̃ − λ2), (5.2)

D = b2 − 4c,

ω1, ω2 =
−b±

√
D

2
. (5.3)

Приймемо h̄ = 1, ω1 i ω2 є функцiї вiд t
f
k , tfk є [−Wf ,Wf ], де Wf є

ширина зони для фермiонiв. Спектральна густина буде рiвна:

A(ω)k = 2Im 〈〈a|a+〉〉k, (5.4)
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A(ω)k =
[δ(ω − ω1) − δ(ω − ω2)]

ω1 − ω2

{

[

ω − (λ2̃ − λ2)

]

〈X 1̃1̃〉

+〈X22〉
[

ω − (λ1̃ − λ1)

]

}

. (5.5)

Тодi середня концентрацiя фермiонiв на вузлi буде:

nf =
∑

k

∫ +∞

−∞

A(ω)kdω

eβω + 1
. (5.6)

Перейдемо вiд суми по k до iнтегрування, використавши напiве-
лiптичну функцiю:

ρ(t) =
2

πW 2
f

√

W 2
f − t2. (5.7)

Остаточно концентрацiя фермiонiв на вузлi буде рiвна:

nf =

∫ Wf

−Wf

ρ(t)

ω1 − ω2

(

f(w1)

eβω1 + 1
− f(w2)

eβω2 + 1
,

)

dt (5.8)

f(w1) =

[

ω1 − (λ2̃ − λ2)

]

〈X 1̃1̃〉

+

[

ω1 − (λ1̃ − λ1)

]

〈X22〉,

f(w2) =

[

ω2 − (λ2̃ − λ2)

]

〈X 1̃1̃〉

+

[

ω2 − (λ1̃ − λ1)

]

〈X22〉, (5.9)

Розглянемо тепер точки на фазовiй дiаграмi, якi знаходяться на
прямiй, що роздiляє областi «2» та «2̃», де вiдмiнними вiд нуля є
середнi значення операторiв:〈X22〉, 〈X 2̃2̃〉, причому 〈X22〉+〈X 2̃2̃〉 = 1.
Таким чином, функцiя Грiна (4.9) перепишеться:

〈〈a|a+〉〉k =
1

2π

1

ω − (λ2̃ − λ2) − t
f
k

. (5.10)

Спектральна густина буде рiвною:

A(ω)k = δ

[

ω − (λ2̃ − λ2) − t
f
k

]

. (5.11)
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I аналогiчно до попереднього прикладу, за формулами (5.6), та (5.7)
обчислимо середню концентрацiю фермiонiв на вузлi для даних
умов:

nf =

∫ Wf

−Wf

ρ(t)
dt

eβ(λ2̃
−λ2+t) + 1

. (5.12)

6. Числовi розрахунки фазових дiаграм, спектрiв

бозе та фермi частинок

Розрахуємо, виходячи з функцiї Грiна (3.13) областi iснування над-
плинної фази та фази моттiвського дiелектрика. Фазовий перехiд
з моттiвського дiелектрика в надплинну фазу характеризує розбi-
жнiсть функцiї Грiна 〈〈b|b+〉〉k=0 → ∞, що призводить до рiвняння:

1 = t0

[ ∞
∑

n=0

(n + 1)〈Xnn
p −Xn+1n+1

p 〉
λn+1 − λn

(6.1)

+
∞
∑

ñ=0

(ñ + 1)〈X ññ
p −X ñ+1ñ+1

p 〉
λñ+1 − λñ

]

Побудуємо фазову дiаграму в площинi (µb,Wb) −Wb < tbk < Wb

в режимi фiксованої концентрацiї фермiонiв. Потрiбнi в виразi для
функцiї Грiна середнi значення операторiв Габбарда обраховуємо за
формулами (2.11), (2.12). Хiмпотенцiал визначаємо з рiвняння ( 2.10
) при фiксованiй концентрацiї фермiонiв. Побудуємо спектри части-
нок в фазi мотiвського дiелектрика, зображених точками на фазовiй
дiаграмi (див. Рис. 3). Числами n позначенi переходи: λn+1 − λn, а
ñ переходи: λñ+1 − λñ, що вiдповiдають змiнi енергiї системи при
попаданнi на вузол бозона. При низькiй температурi, близької до аб-
солютного нуля, точки А i В попадають на дiаграмi основного стану
(Рис.2) на лiнiю, що роздiляє областi: «1̃» та «2», а точка С на лiнiю,
що роздiляє областi «2̃» та «2».

З спектрiв, зображених на (Рис. 3) можна зауважити, що наяв-
нiсть на вузлах фермiонiв приводить до розщеплення зони фази мот-
тiвського дiелектрика, порiвняно з випадком вiдсутностi в системi
фермiонiв. При низькiй температурi дисперсiя спостерiгатиметься
тiльки в тих спектральних лiнiях, яким вiдповiдають полюси, що мi-
стять вiдмiннi вiд нуля середнi значення операторiв Габбарда, та вiд-
мiнну вiд нуля статистичну вагу зон. Для точки А, що знаходиться
на лiнiї фазової дiаграми, одна з спектральних лiнiй занулюється по-
серединi зони Брiлюена, отже там спостерiгається фазовий перехiд.
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Рис. 3. а) Фазова дiаграма при фiксованiй концентрацiї фермi-
частинок. b), c), d) Cпектри бозе-чатинок в умовах зображених то-
чками на фазовiй дiаграмi T = 0.01,nf = 0.6, Ubb = 1, Ubf = 0.8.

В точцi В, яка знаходиться в фазi Мотiвського дiелектрика, спосте-
рiгається менше виражена дисперсiя, жодна лiнiя не занулюється.
В точцi С спостерiгається занулення одразу двох лiнiй посерединi
зони Брiлюена, внаслiдок симетричного розташування вiдносно роз-
щепленої зони.

Розрахуємо аналогiчним чином фазову дiаграму та спектри бозе-
чатинок для режиму фiксованого хiмiчного потенцалу фермiонiв
(див. Рис. 4). Фазова дiаграма, в областях малих значеннь хiмiчного
потенцiалу бозонiв, зазнає деякого вiдхилення порiвняно з випадком
вiдсутностi фермiонiв [12], проте зi збiльшенням хiмiчного потенцi-
алу бозонiв воно зникає, це говорить про те, що ситема вже не вiд-
чуває фермiонiв. При низькiй темперетурi виражена дисперсiя буде
спостерiгатися тiльки в двох лiнiях, оскiльки в данiй точцi фазо-
вої дiаграми тiльки два полюси мiстять середнi значення операторiв
Габбарда, що не прямують до нуля, та статистична вага зон яких
вiдмiнна вiд нуля. Точки А i В при низькiй температурi на дiаграмi
основного стану попадають в область «1̃», а точка С в область «2»
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Рис. 4. a) Фазова дiаграма при фiксованому хiмiчному потенцiалi
фермi-частинок. b), c), d) Cпектри бозе-чатинок в умовах, зображе-
них точками на фазовiй дiаграмi T = 0.015,µf = 1.1, Ubb = 1, Ubf =
0.8.

(Рис. 2). Аналогiчно до попереднього випадку для точок, що зна-
ходяться на лiнiї фазової дiаграми спостерiгається занулення однiєї
з лiнiй посерединi зони Брiлюена. Як можна було зауважити: на
(Рис. 3) в режимi фiксованої концентрацiї фермiонiв чотири лiнiї за-
знають дисперсiї, а на (Рис. 4) в режимi фiксованого хiмпотенцiалу
фермiонiв тiльки двi. Це вiдбуваються тому, шо в цих двох випад-
ках є рiзними середнi значення операторiв Габбарда та вiдповiднi
статистичнi ваги зон вiдмiннi вiд нуля.

Розрахуємо спектри фермi-частинок, використовуючи функцiю
Грiна для локалiзованих на вузлах бозонах в режимi фiксованої кон-
центрацiї фермiонiв, −Wf < t

f
k < Wf , середнi значення операторiв

Габбарда обчислюємо за формулами (2.11), (2.12), хiмпотенцiал фер-
мiонiв визначаємо з рiвняння (2.10) при фiксованому значеннi кон-
центрацiї.

Числами n позначено лiнiї, яким вiдповiдають переходи: λñ−λn,
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Рис. 5. Спектри фермi частинок (хiмпотенцiал бозонiв взятий в умо-
вах зображених точками на фазовiй дiаграмi Рис. 3а) T = 0.01,nf =
0.6 . Для точки А Wf = 0, 112. Для B Wf = 0, 07. Для С Wf = 0, 036.

що вiдповiдають змiнi енергiї системи при попаданнi на вузол фер-
мiона (див. Рис 5). Дисперсiя виражено спостерiгається тiльки на
двох лiнiях для точок А, В, що вiповiдають полюсам функцiї Грiна,
в яких середнi значення операторiв Габбарда та вiдповiднi стати-
стичнi ваги зон не прямують до нуля при низькiй температурi. На
дiаграмi основного стану (Рис. 2) цi точки знаходяться на лiнiї, що
розмежовує областi «2» i «1̃» (де вiдмiннi вiд нуля вiдповiднi сере-

днi значення операторiв 〈X 1̃1̃〉, 〈X22〉 ). При переходi з областi «2»
в область «1̃» на фазовiй дiаграмi вiдбувається знищення бозона i
поява фермiона. Та для точки С дисперсiя спостерiгається тiльки на
однiй кривiй. На дiаграмi основного стану (Рис. 2) ця точка знаходи-
ться на лiнiї, що розмежовує областi «2» i «2̃» (де вiдмiннi вiд нуля

середнi значення операторiв 〈X 2̃2̃〉, 〈X22〉 ). При переходi з областi
«2» в область «2̃» на фазовiй дiаграмi вiдбувається поява фермiона,
число бозонiв на вузлi не змiнюється. На графiках хiмiчний потенцi-
ал фермiонiв вiдповiдає для точок А, В – 1.049Ubb, а для С – 1.6Ubb.
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Рис. 6. Зсув кривих дисперсiї для точки С Ubb = 1;Ubf = 0.8.

На (Рис. 6) показано зсув дисперсiйної кривої для точки С у ви-
падку використання формули (5.12) при розрахунку крнцентрацiї.
Числами n позначенi переходи λñ − λn, де хiмiчний потенцiал фер-
мiонiв визначений з формули (2.10), на графiку енергетична крива
зображена суцiльною лiнiєю. Числами n′ цi ж переходи, де хiмiчий
потенцiал визначається з формули (5.12), на графiку зображується
штриховою лiнiєю. Як можна побачити, при визначеннi хiмiчного
потенцiалу фермiонiв з бiльш точного рiвняння (5.12) вiн зазнає вiд-
хилення порiвняно з наближенням (2.10), що впливає на зсув кривої
дисперсiї (при знаходженнi фермiонного хiмiчного потенцiалу з фар-
мули (5.12) вiн буде рiвний: µf = 1.618Ubb). Для точки А, при зна-
ходженнi хiмпотенцiалу з рiвняння (5.8), вигляд дисперсiйної кривої
практично не змiнився.

Побудуємо аналогiчним чином, використовуючи функцiю Грiна
(4.9) в режимi фiксованого хiмiчного потенцiалу фермiонiв. −Wf <

t
f
k < Wf . Як бачимо на графiках з (Рис. 6), при низькiй темпера-

турi тiльки одна лiнiя зазнає дисперсiї, оскiльки згiдно з формули
(4.9)– при низьких температурах для появи дисперсiї потрiбно щоб
〈Xnn〉 або 〈X ññ〉 були вiдмiннi вiд нуля. На дiаграмi основного стану
(Рис. 2) точки А, В знаходяться в областi «1̃» (де вiдмiннi вiд нуля

середнє значення оператора 〈X 1̃1̃〉), а точка С в областi «2» (вiдмiннi
вiд нуля середнє значення оператора 〈X22〉). Фермiонна концентра-
цiя для точок А i В рiвна: nf = 1, для точки С: nf = 0
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Рис. 7. Спектри фермi чатинок (хiмпотенцiал бозонiв взятий в умо-
вах зображених точками на фазовiй дiаграмi Рис. 4а) T = 0.015,
µf = 1.1. Для точки А Wf = 0, 163. Для B Wf = 0, 115. Для С
Wf = 0, 102.

7. Висновок

В цiй роботi ми розглянули фазовi переходи в моделi Бозе-Фермi-
Габбарда при низькiй температурi, використали формалiзм операто-
рiв Габбарда, що дiють на одновузловi стани. Розрахували бозонну
функцiю Грiна, в випадку локалiзоаних на вузлах фермiонiв, та фер-
мiонну функцiю Грiна в випадку локалiзованих на вузлах бозонах.
Побудовано фазовi дiаграми (щодо областей iснування надплинної
фази та фази моттiвського дiелектрика) при низькiй температурi
в режимах фiксованої фермiонної концентрацiї на вузлi та режи-
мi фiксованого хiмiчного потенцiалу фермiонiв. Для точок з фази
моттiвського дiелектрика побудовано бозоннi та фермiоннi спектри
вiдповiдно до знайдених функцiй Грiна. Використовуючи знайдену
функцiю Грiна фермi-частинок, при локалiзованих на вузлах бозо-
нах, обчислили середню конценрацiю фермiонiв на вузлi, що дало
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змогу покращити розрахунок спектрiв фермiонiв в режимi фiксова-
ної їхньої концентрацiї.
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