
Нацiональна академiя наук України

����

����

�	
�

IНСТИТУТ

ФIЗИКИ

КОНДЕНСОВАНИХ

СИСТЕМ

✬

✫

✩

✪

Й.А. Гуменюк

ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЕЛИЧИНИ ГАЗУ НИЗЬКОЇ ГУСТИНИ
У СЛАБОНЕРIВНОВАЖНОМУ ТЕПЛОПРОВIДНОМУ

СТАЦIОНАРНОМУ СТАНI В ЦИЛIНДРИЧНIЙ ТА
СФЕРИЧНIЙ КОНФIГУРАЦIЯХ

ICMP–17–02U

ЛЬВIВ

УДК: 536.12; 536.71; 536.757

PACS: 05.70.Ln, 51.30.+i, 44.10.+i

Термодинамiчнi величини газу низької густини у слабонерi-
вноважному теплопровiдному стацiонарному станi в цилiн-
дричнiй та сферичнiй конфiгурацiях

Й.А. Гуменюк

Анотацiя. Розглядається газ низької густини мiж двома спiввiсними
цилiндрами чи двома концентричними сферами, на яких пiдтриму-
ються рiзнi температури. Для слабонерiвноважного випадку з’ясо-
вується, як форма посудини впливає на термодинамiчнi величини —
тиск, внутрiшню енергiю та ентропiю. Вiдповiднi вирази отримано
в пiдходi суцiльного середовища у виглядi розкладiв за (середнiми)
ґрадiєнтами температури до 4-го порядку. Результат для ентропiї
задовольняє II-е начало термодинамiки. Знайдений розклад для се-
редньої радiальної вiдстанi описує внутрiшнє змiщення маси, зумов-
лене стацiонарною неоднорiднiстю температури.

Thermodynamic quantities of the low-density gas in the weakly
nonequilibrium heat-conduction steady state in cylindrical and
spherical configurations

Y.A. Humenyuk

Abstract. A low-density gas is considered between two coaxial cylin-
ders or two concentric spheres maintained at different temperatures.
For the weakly nonequilibrium case, it is found out how the form of
the vessel influences on thermodynamic quantities — pressure, internal
energy and entropy. The corresponding expressions are obtained within
the continuous media approach in the form of expansions in the (average)
temperature gradients up to the 4-th order. The result for the entropy
is compatible with the second law of thermodynamics. The expansion
calculated for the average radial distance describes the internal mass
displacement induced by the stationary nonuniform temperature.
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1. Вступ

Термодинамiчнi величини рiвноважних газу чи рiдини, помiщених
у посудину макроскопiчних розмiрiв, зазвичай залежать вiд її об’є-
му i не залежать вiд її форми. У нерiвноважних стацiонарних ста-
нах (зокр., теплопровiдному) присутня просторова неоднорiднiсть.
Через це глобальнi термодинамiчнi величини — внутрiшня енергiя,
тиск чи ентропiя — мають суттєво залежати вiд геометричної форми
посудини.

Для макроскопiчних систем масштаб области, у якiй молекули
зазнають помiтного впливу атомiв обмежувальної поверхнi, малий у
порiвняннi з розмiрами внутрiшньої области. Тому опис поведiнки
таких систем у термiнах глобальних термодинамiчних величин до-
бре визначений, а внеском вiд взаємодiї з атомами поверхнi можна
знехтувати. У рiвноважнiй статистичнiй механiцi для цього введено
спецiальну операцiю термодинамiчного граничного переходу (див.
напр. [1, 2]), завдяки якiй обмежувальну поверхню вiддаляють на
нескiнченнiсть, щоб усунути її вплив на макроскопiчнi рiвноважнi
характеристики.

Для теплопровiдного стацiонарного стану проблема присутности
обмежувальної поверхнi набуває додаткової якости. З одного боку,
взаємодiя молекул з поверхнею посудини впливає на стан системи
у приповерхневому прошарку. Але з другого — на обмежувальних
поверхнях задаються граничнi умови, наприклад, фiксуються значе-
ння температури в рiзних її частинах. Крiм цього форма поверхонь
та їх взаємне розташування визначають геометричну конфiгурацiю
посудини. Вiддаляти граничну поверхню на нескiнченнiсть тут вже
немає змоги.

Недавно за допомогою комп’ютерних моделювань теплопровiдно-
го стану стацiонарної системи твердих дискiв, що перебувають мiж
двома рiзнонагрiтими паралельними площинами, було показано [3,4],
що профiлi температури i густини числа частинок у внутрiшнiй обла-
стi (тобто, без приграничних прошаркiв бiля поверхонь термостатiв)
пiдлягають особливим масштабним законам. Виявлення цих зако-
нiв є прямим наслiдком застосування локальних баричного рiвняння
стану i закону теплопровiдности Фур’є. Цi результати наводять на
думку, що при розрахунку глобальних термодинамiчних характери-
стик газу чи плину в границi суцiльного середовища можна знехту-
вати специфiчною поведiнкою системи у приграничному прошарку.

На цей час вiдомо кiлька пiдходiв до термодинамiчного опису
систем у нерiвноважних стацiонарних умовах, в т.ч. й термiчно не-
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однорiдних. Вони заснованi на доволi рiзних засадничих iдеях. Для
феноменологiчних побудов стацiонарної термодинамiки [5, 6] хара-
ктерна iдейна близькiсть з рiвноважним вiдповiдником, див. напр.
[7, 8]. З концепцiї розширення [9] (локальної) лiнiйної необоротної
термодинамiки [10–12] розвинуто розширену необоротну термоди-
намiку [13–15]. Тут до локальних термодинамiчних змiнних долу-
чається потiк тепла, який трактується як додатковий термодинамi-
чний ступiнь вiльности, а локальна густина ентропiї вiдiграє роль
локального термодинамiчного потенцiала. Iдея розширення звичай-
ної гiдродинамiки за допомогою рiвнянь для вищих гiдродинамiчних
змiнних (вищих потокiв), що узагальнює метод моментiв Ґреда [9],
лежить в основi пiдходу розширеної термодинамiки [16, 17]. Доданi
рiвняння для вищих моментiв замикають згiдно принципiв рацiо-
нальної термодинамiки [17, 18].

Нерiвноважний тиск та густина ентропiї розраховувалися також
за допомогою стацiонарного кiнетичного рiвняння Больцмана [19,
20] для газу низької густини та на основi iнформацiйної теорiї [21–
24], коли нерiвноважний ансамбль будують з принципу максимiзацiї
ентропiї при додаткових умовах. Для них характерно використання
локально-рiвноважного розподiлу в ролi найнижчого наближення.

У бiльшостi випадкiв теплопровiдний стацiонарний стан дослi-
джують для системи мiж двома паралельними площинами рiзних
температур. Однак заради рiзностороннього вивчення таких станiв
i апробацiї пропонованих методiв важливо розглянути їх для iнших
(неплоскопаралельних) геометричних конфiгурацiй. Найпростiшi се-
ред них — цилiндрична i сферична, коли газ перебуває мiж двома
спiввiсними коловими цилiндрами чи двома концентричними сфера-
ми.

До неплоских конфiгурацiй було широко застосовано пiдхiд роз-
ширеної термодинамiки, розвинутий Мюллером i Рудджерi. Тепло-
провiдний стацiонарний стан газу вивчався в круговiй цилiндричнiй
та сферичнiй конфiгурацiях [25, 26] з узагальненням на випадок 2-
сортної газової сумiшi [27], мiж двома спiльнофокусними елiптични-
ми цилiндрами [28] з врахуванням нелiнiйних ефектiв [29], мiж дво-
ма неспiввiсними коловими цилiндрами з паралельними осями [29],
а також для довiльних тривимiрних многовидiв [30]. У цих працях
основну увагу придiлено розрахунку теплового потоку i ходу тем-
ператури, виявленню ефектiв, що не описуються лiнiйним законом
Фур’є, а також особливостям теплопровiдного стану, що пов’язанi з
неплоскою геометрiєю. Проте, не отримано результатiв для повних
внутрiшньої енергiї та ентропiї i не показано явно узгодження з дру-
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гим началом термодинамiки. Також викликають застереження деякi
нефiзичнi розв’язки для ходу температури, виявленi [29] самими ав-
торами.

Важливо, що засади чи припущення, якi лежать в основi зга-
даних пiдходiв слабо контрольованi. Не можна з певнiстю сказати,
котрi з наслiдкiв зазнають змiн, якщо використання цих припущень
виявиться не цiлком виправданим чи обґрунтованим. Натомiсть до-
бре було б мати альтернативний спосiб опису з припущеннями, якi
мають прозоре фiзичне тлумачення.

Досить простий опис термодинамiчних величин теплопровiдного
стацiонарного стану можна отримати, якщо цi величини виражати
через температурнi ґрадiєнти рiзних порядкiв. Такi результати для
тиску, внутрiшньої енергiї та ентропiї у виглядi розкладiв за ґра-
дiєнтами температури одержано для газу низької густини [31–33] i
системи твердих кульок [34,35] у конфiгурацiї прямокутного парале-
лепiпеда. Прозорiсть припущень, простота розрахунку i те, що вираз
для ентропiї узгоджується з другим началом термодинамiки, є їхнi-
ми позитивними ознаками. Тут ми застосовуємо цей спосiб до цилiн-
дричної та сферичної конфiгурацiй стацiонарного поширення тепла
у газi низької густини.

У §2 розглянуто розрахунок макроскопiчних величин суцiльного
середовища, обмеженого цилiндричними чи сферичними поверхня-
ми. Введено спосiб опису теплопровiдного стану, який дає ґрадiєнтнi
розклади для макровеличин. У §3 цi загальнi спiввiдношення засто-
совано до розрахунку тиску i внутрiшньої енергiї. Результати 2-го
порядку для тиску проаналiзовано в наближеннi огрублених ґрадi-
єнтiв. У §4 отримано розклад для ентропiї i показано, що вiн задо-
вольняє друге начало термодинамiки. Величину внутрiшнього змi-
щення маси неоднорiдно нагрiтого газу розраховано у §5. Пiдсумки
(§6) завершують виклад.

2. Пiдхiд суцiльного середовища

При описi газiв чи рiдин за допомогою моделi суцiльного середови-
ща їхня молекулярна будова не береться до уваги. Нерiвноважний
стан системи описується набором густин адитивних величин (числа
частинок, внутрiшньої енергiї, ентропiї та iн.) та полiв локальних
iнтенсивних параметрiв (температури, тиску, хiмiчного потенцiала).
Цi поля залежать вiд просторових координат i часу. За стацiонарних
умов є лише залежнiсть вiд координат r.
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Ми будемо розраховувати тиск P , внутрiшню енергiю E та ентро-
пiю S газу низької густини у теплопровiдному стацiонарному станi.
Для цього доведеться iнтеґрувати густини числа частинок n(r), вну-
трiшньої енергiї ε(r), та енторпiї s(r) по всьому об’єму V системи.
Отже, для адитивної величини A та її густини a(r) маємо:

A ≡

∫

V

dr a(r). (1)

У цилiндричнiй та сферичнiй концiгурацiях буде спрощення.

2.1. Теплопровiдний стацiонарний стан

Цилiндрична конфiгурацiя. Система перебуває мiж спiввiсни-
ми цилiндрами радiусiв r1 та r2 (рис. 1). На поверхнях внутрiшньо-
го i зовнiшнього цилiндрiв пiдтримуються рiзнi температури. Тепло
тече у радiальних напрямках вiд бiльш нагрiтої поверхнi до менш
нагрiтої — в доцентровому або вiдцентровому напрямках. Стан не
змiнюється при поворотах навколо осi цилiндрiв. Верхня i нижня
кiльцевi поверхнi цилiндрiв теплоiзольованi.

r2

r1

Z

O

h

Рис. 1. Газ перебуває у мiжцилiндровому прошарку, а на бiчних поверхнях
цилiндрiв пiдтримуються рiзнi температури.

Розташування малих елементiв об’єму суцiльного середовища ха-
рактеризуємо за допомогою радiальної вiдстанi r, азимутального ку-
та ϕ й вiдстанi z вздовж осi цилiндрiв:

r ∈ [r1; r2], ϕ ∈ [0; 2π], z ∈ [0;h],
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де h — висота цилiндрiв. Товщину мiжцилiндрового прошарку в ра-
дiальних напрямках позначмо через L ≡ r2 − r1. Для стацiонарного
стану локальнi фiзичнi величини не залежать вiд ϕ та z. Тому вираз
(1) спрощується:

Acyl =

∫ r2

r1

dr r
∫ 2π

0

dϕ
∫ h

0

dz a(r) = 2πh

∫ r2

r1

dr r a(r); (2)

a(r) = 1 дає об’єм мiжцилiндрового прошарку Vcyl = π(r22 − r21)h.
Якi частковi випадки тут можуть бути: а) стацiонарний стан

для цилiндричного сектора з величиною секторального кута ψ — у
виразах для адитивних величин треба замiнити 2π → ψ; б) звiвши
h → 1, отримуємо випадок двовимiрної системи, обмеженої двома
концентричними колами.

Сферична конфiгурацiя. Система обмежена двома концентри-
чними сферами радiусiв r1 та r2, на поверхнях яких пiдтримуються
рiзнi температури (рис. 2). Завдяки сферичнiй симетрiї поширення
тепла вiдбувається у радiальних напрямках. Стан не змiнюється при
будь-яких поворотах навколо спiльного центра сфер.

r2

r1

Рис. 2. Сферична конфiгурацiя: екваторiальний перерiз. Газ перебуває у
мiжсферному прошарку.

Положення малого елемента об’єму описуємо за допомогою радi-
альної вiдстанi r, азимутального ϕ й полярного θ кутiв:

r ∈ [r1; r2], ϕ ∈ [0; 2π], θ ∈ [0;π].

Товщину мiжсферного прошарку в радiальних напрямках позначмо
через L ≡ r2 − r1. Локальнi фiзичнi величини стацiонарного стану
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не залежать вiд кутiв ϕ та θ, тому ф. (1) зводиться до

Asph =

∫ r2

r1

dr r2
∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕa(r) = 4π

∫ r2

r1

dr r2a(r). (3)

Об’єм мiжсферної области дорiвнює Vsph = 4
3π(r32 − r31).

Якщо стацiонарний стан розглядати не у всiй мiжсфернiй областi,
а в її частинi, додатково обмеженiй тiлесним кутом величини ω, то
у виразах для адитивних величин треба замiнити 4π → ω.

Застосування моделi суцiльного середовища надiйно обґрунтова-
но, коли характернi геометричнi розмiри мають значно бiльший мас-
штаб у порiвняннi з мiжмолекулярними. У нашому випадку мають
задовольнятися такi умови [36, 37]:

r1 ≫ lfree, r2 − r1 ≫ lfree, h≫ lfree
∣

∣

cyl
,

де lfree — середня довжина вiльного пробiгу в однорiднiй рiвновазi.

T(r )1

T(r )2

T(r )1

T(r )2

a) b)

Рис. 3. Радiальне спрямування теплового потоку, коли a) зовнiшня тем-
пература вища i b) внутрiшня температура вища.

Запишiмо вирази (2) i (3) спiльно:

Acnf = Ω⊥
cnf

∫ r2

r1

dr rma(r),

{

cyl : Ω⊥
cyl = 2πh, m = 1;

sph: Ω⊥
sph = 4π, m = 2,

(4)

де зазначено, що конфiгурацiя (cnf) може бути цилiндричною (cyl)
або сферичною (sph). Для паралелепiпедної1 (par) конфiгурацiї m =

1 Це стацiонарне поширення тепла через середовище мiж двома паралельними

площинами, на яких пiдтримуються рiзнi температури.
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0, Ω⊥
par — площа поперечного перетину, а r1 та r2 визначають роз-

ташування площин термостатiв. Зазначмо, що у просторових конфi-
гурацiях (cyl) i (sph) зовнiшня i внутрiшня поверхнi нерiвноправнi,
а тепловий потiк має радiальне спрямування (рис. 3). З топологi-
чної точки зору вiдповiднi стацiонарнi стани принципово iншi, нiж в
конфiгурацiї (par), яку розглянуто в [31, 33, 34, 38, 39].

2.2. Наближення серединної поверхнi

Локальна температура T (r) мiняється вiд точки до точки, набува-
ючи значень мiж T (r1) i T (r2). Термодинамiчнi характеристики си-
стеми у слабонерiвноважному теплопровiдному стацiонарному станi
— тиск, внутрiшню енергiю та ентропiю — можна наближено оха-
рактеризувати вiдповiдними значеннями для рiвноважного стану.
Для нього треба вдало вибрати температуру, як якусь “середню” мiж
температурами внутрiшньої та зовнiшної поверхонь у цилiндричнiй
чи сферичнiй конфiгурацiях. Напр., за “середню” можна взяти пiв-
суму внутрiшньої та зовнiшної температур.

O r
1 2r rr0

Рис. 4. Геометрично середня поверхня мiж поверхнями термостатiв.

Однак, ми вибираємо в її ролi значення локальної температури
на ґеометрично середнiй поверхнi (рис. 4):

T0 ≡ T (r)
∣

∣

∣

r= r0
, (5)

де r0 ≡ 1
2 (r1 + r2). Крiм того, щоб взяти до уваги нерiвноважнiсть

стану, ми додатково його характеризуємо значеннями ґрадiєнтiв тем-
ператури кiлькох перших порядкiв

Gk ≡
∂k

∂rk
T (r)

∣

∣

∣

r= r0
, (6)
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взятих на цiй серединнiй поверхнi. Хiд температури мiж граничними
поверхнями описується за допомогою розкладу Тейлора:

T (r) = T0 +G1(r − r0) + 1
2!G2(r − r0)2 + 1

3!G3(r − r0)3 + . . . (7)

Чим бiльше ґрадiєнтiв Gk враховано, тим точнiше можна його вiд-
творити. Порядок найвищого врахованого ґрадiєнта визначає поря-
док наближення.

Пiд слабкою нерiвноважнiстю стацiонарного стану розумiємо, що
кожен наступний внесок у ф. (7) набагато менший за попереднiй

1
(k+1)!Gk+1(r − r0)k+1 ≪ 1

k!Gk(r − r0)k

для всякого допустимого r. Взявши 1
2L як найбiльше значення рi-

зницi |r − r0|, отримуємо умови слабонерiвноважности стану:

1
2(k+1) |Gk+1|L≪ |Gk| (8)

або явно: 1
2 |G1|L≪ T0, 1

4 |G2|L≪ |G1|, 1
6 |G3|L≪ |G2| i т.д.

Ввiвши R ≡ r − r0, iз R ∈ [− 1
2L; 1

2L], запишiмо хiд температури
так:

T (R) = T0
[

1 + δg1R+ δ2g2R
2 + δ3g3R

3 + . . .
]

, (9)

де gk ≡ 1
k!

1
T0

Gk — приведений ґрадiєнт температури порядку k. Вве-
дений формальний параметр малости δ покликаний вiддiляти внески
рiзних порядкiв, що вiдповiдають умовам (8).

Форма представлення результатiв. Кожна макроскопiчна ве-
личина, що характеризує наш слабонерiвноважний стан, також буде
мати, вiдповiдно до ф. (9), розклад за параметром δ (фактично — за
ґрадiєнтами, якi є малими):

A = A0

[

a0 + δa1 + δ2a2 + . . .+ δkak + . . .
]

, (10)

де A0 — амплiтуда, а внесок ak мiстить доданки, що мiстять добутки
ґрадiєнтiв порядку k. А саме: у 1-му порядку є лише g1; у 2-му —
g2 та g21 ; у 3-му порядку є три ґрадiєнти — g3, g2g21 та g31 ; i т.д. У
розрахунках ми обмежуємося 4-им порядком.

Набiр ґрадiєнтiв зручно зобразити у виглядi формального век-
тора g ≡ {g0, g1, g2, . . .} iз g0 ≡ 1, а набiр добуткiв ґрадiєнтiв — у
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виглядi формальної матрицi:

[g] ≡

















1
g1
g2 g21
g3 g2g1 g31
g4 g3g1 g22 g2g

2
1 g41

. . . . . .

















.

У кожному рядку подано всеможливi добутки ґрадiєнтiв вiдповiдно-
го порядку. Напр., внесок a3 з ф. (10) матиме вигляд лiнiйної комбi-
нацiї:

a3 = g3ᾱ33 + g2g1ᾱ321 + g31ᾱ31.

Перший iндекс в кожному коефiцiєнтi ᾱ вказує на порядок внеску,
а наступнi вiдповiдають iндексам своєї комбiнацiї ґрадiєнтiв. Цi ко-
ефiцiєнти зручно зiбрати у формальну матрицю:

[ᾱ] ≡

















ᾱ00

ᾱ11

ᾱ22 ᾱ21

ᾱ33 ᾱ321 ᾱ31

ᾱ44 ᾱ431 ᾱ42 ᾱ421 ᾱ41

. . . . . .

















.

Тодi, уклавши з коефiцiєнтiв розкладу (10) формальний вектор-стов-
пець a ≡ {a0, a1, a2, . . .}, можемо записати, що

a = [g] · [ᾱ],

де крапка означає скалярне перемноження вiдповiдних рядкiв: ak =
∑

β gkβᾱkβ .
Наша мета — розрахувати величини [ᾱ] для тиску, ентропiї та

деяких iнших макроскопiчних характеристик.

2.3. Iнтеґрування густини адитивної величини

Перейшовши у ф. (4) до нової змiнної R ≡ r − r0, величину Acnf

можна виразити через координатнi моменти J (k)
a густини a(R):

Acnf = Ω⊥
cnf

[

r0J
(0)
a + J

(1)
a

r20J
(0)
a + 2r0J

(1)
a + J

(2)
a

]

, (11)
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де верхнiй рядок у прямокутних дужках стосується цилiндричної
конфiгурацiї, а нижнiй — сферичної; введенi моменти означають:

J (k)
a ≡

∫ L/2

−L/2

dR a(R)Rk. (12)

Для густин адитивних величин (числа частинок, внутрiшньої ене-
ргiї та ентропiї) будемо використовувати розклади такого загального
вигляду:

a(R) = α−1

[

α0 + δα1R+ δ2α2R
2 + δ3α3R

3 + . . .
]

, (13)

де α−1 — амплiтуда, а коефiцiєнти αi

∣

∣

i≥1
мiстять комбiнацiї ґрадiєн-

тiв температури порядку i. Так зробивши явною залежнiсть густини
a вiд R, ми можемо проiнтеґрувати у ф. (12) безпосередньо:

J (0)
a = α−1L

[

α0 + 1
12α2L

2 + 1
80α4L

4 + . . .
]

,

J (1)
a = α−1L

[

1
12α1L

2 + 1
80α3L

4 + 1
448α5L

6 + . . .
]

,

J (2)
a = α−1L

[

1
12α0L

2 + 1
80α2L

4 + 1
448α4L

6 + . . .
]

,

J (3)
a = α−1L

[

1
80α1L

4 + 1
448α3L

6 + 1
2304α5L

8 + . . .
]

.

Кожен момент виражається лише через коефiцiєнти тiєї самої пар-
ности, що i його верхнiй iндекс. Якби ми обчислили ґрадiєнти тем-
ператури не на серединнiй поверхнi, то розклади для J

(k)
a були би

громiздкiшi.
Застосуймо цi результати до вибраних конфiгурацiй.

Цилiндричнiй концiгурацiї у ф. (11) вiдповiдає вираз Jcyl ≡

r0J
(0)
a + J

(1)
a . Для нього отримуємо:

Jcyl = r0α−1L
[

α0 + 1
12α1lL+ 1

12α2L
2 + 1

80α3lL
3 + 1

80α4L
4 + . . .

]

, (14)

де вiдносна товщина l ≡ L/r0 мiжцилiндрового прошарку присутня
лиш у непарних порядках. Пiдставивши цей розклад у ф. (11) i ввiв-
ши об’єм прошарку Vcyl = Ω⊥

cylr0L, маємо:

Acyl = Vcylα−1

[

α0 + 1
12α1lL+ 1

12α2L
2 + 1

80α3lL
3 + 1

80α4L
4 + . . .

]

. (15)

Сферичнiй концiгурацiї у ф. (11) вiдповiдає комбiнацiя Jsph ≡

r20J
(0)
a + 2r0J

(1)
a + J

(2)
a . Для неї знаходимо:

Jsph = r20α−1L
[

α0f0 +α1f1L+α2f2L
2 +α3f3L

3 +α4f4L
4 + . . .

]

, (16)
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де
f0 ≡ 1 + 1

12 l
2, f3 ≡ 1

40 l,

f1 ≡ 1
6 l, f4 ≡ 1

80 (1 + 5
28 l

2),

f2 ≡ 1
12 (1 + 3

20 l
2), f5 ≡ 1

224 l

i l ≡ L/r0 — вiдносна товщина мiжсферного прошарку. Пiдставивши
розклад (16) у ф. (11) i видiливши в амплiтудi об’єм мiжсферного
прошарку Vsph = Ω⊥

sphr
2
0Lf0, одержуємо такий результат:

Asph = Vsphα−1

[

α0 + α1f̃1L+ α2f̃2L
2 + α3f̃3L

3 + α4f̃4L
4 + . . .

]

, (17)

де вiдносна товщина l входить через комбiнацiї f̃k ≡ fk/f0.

Загальна формула. Вирази (15) та (17), що виражають повну
адитивну величину через коефiцiєнти розкладу її густини, можна
подати як

Acnf = Vcnf α−1(α · jcnf), (18)

якщо пiд α та jcnf розумiти набори величин

α ≡ {α0, α1, α2, . . .}, jcnf ≡ {j0, j1, j2, . . .},

а пiд введеним позначенням — формальний скалярний добуток:

(α · jcnf) ≡ α0j0 + α1j1 + α2j2 + . . .

Для цилiндричної та сферичної конфiгурацiй набори jcnf дорiвню-
ють:

jcyl ≡ {1, 1
12 lL,

1
12L

2, 1
80 lL

3, 1
80L

4, . . .}, (19)

jsph ≡ {1, f̃1L, f̃2L
2, f̃3L

3, f̃4L
4, . . .}. (20)

Таке зображення дає змогу проводити розрахунки одночасно для
обох конфiгурацiй в загальних позначеннях. Ми їх застосуємо при
iнтегруваннi густини числа частинок у §3 та для пошуку повної ен-
тропiї у §4. Щоразу конкретнi значення компонент jk буде пiдставле-
но наприкiнцi розрахункiв. Ще ми зможемо вiдтворити результати
для паралелепiпедної конфiгурацiї [31,33], для якої ф. (18) теж чин-
на iз jpar ≡ {1, 0, 1

12L
2, 0, 1

80L
4, . . .}.
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3. Баричне та калоричне рiвняння стацiонарного

стану

3.1. Розклади за ґрадiєнтами

Як i ранiше [31,33,34] виходимо з двох початкових тверджень. Перше
— у теплопровiдному стацiонарному станi газ перебуває у механiчнiй
рiвновазi , тому тиск по всiй системi постiйний:

P = const. (21)

Друге — приймаємо, що завдяки низькiй густинi локальний тиск у
фiзично малому елементi газу можна наблизити за допомогою рiв-
няння стану iдеального газу, напр. [40, 41]:

P = n(r)kBT (r), (22)

де n(r) — локальна густина числа частинок, kB — стала Больцмана.

Густина числа частинок задає повну кiлькiсть частинок газу N ,
задовольняючи згiдно ф. (1) умову нормування:

∫

V

dr n(r) = N. (23)

Щоби скористатися загальним результатом (18), необхiдно отримати
розклад для n(r). Рiвняння (22), переписане через залежнiсть вiд R
як P = n(R)kBT (R), дає:

n(R) = n0
1

1 + δg1R+ δ2g2R2 + . . .
, (24)

де n0 ≡ P/kBT0 i було використано ф. (9).
Знайшовши ряд, обернений до того, що в знаменнику, отримуємо

(дод. B):
n(R) = n0

[

ν0 + δν1R + δ2ν2R
2 + . . .

]

, (25)

де коефiцiєнти ν ≡ {ν0, ν1, ν2, . . .} виражаються [31, 33] через приве-
денi ґрадiєнти g ≡ {g0, g1, g2, . . .} так:

ν0 = 1,
ν1 = −g1,
ν2 = −g2 + g21,
ν3 = −g3 + 2g2g1 − g31 ,
ν4 = −g4 + 2g3g1 + g22 − 3g2g

2
1 + g41 .
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Пошук тиску. Згiдно ф. (18) умова нормування (23) набуває ви-
гляду N = Vcnfn0(ν · jcnf), де в нашому випадку ν−1 = n0, ф. (25).
Вiдшукавши n0, отримуємо загальний результат для тиску:

P = nkBT0(ν · jcnf)
−1, (26)

де n ≡ N/Vcnf — густина числа частинок у просторово-однорiдному
станi. Згiдно ф. (10) ми шукаємо тиск у виглядi розкладу

P =
N

Vcnf
kBT0

[

p0 + δp1 + δ2p2 + . . .
]

, (27)

тому ряд з коефiцiєнтiв pi є оберненим до ряду для (ν · jcnf):

1

ν0j0 + δν1j1 + δ2ν2j2 + . . .
= p0 + δp1 + δ2p2 + . . . ,

де у знаменнику введено степенi параметра δ, якi вiддiляють поряд-
ки внескiв. За допомогою зв’язку мiж коефiцiєнтами взаємнооберне-
них рядiв (дод. B) для ν0 = 1 i j0 = 1 знаходимо:

p0 ≡ 1,

p1 ≡ − ν1j1,

p2 ≡ − ν2j2 + ν21j
2
1 ,

p3 ≡ − ν3j3 + 2ν2ν1j2j1 − ν31j
3
1 ,

p4 ≡ − ν4j4 + 2ν3ν1j3j1 + ν22j
2
2 − 3ν2ν

2
1j2j

2
1 + ν41j

4
1 .

Пiдставивши у коефiцiєнти ν їхнє вираження через g, знаходимо
загальнi спiввiдношення для коефiцiєнтiв розкладу тиску:

p1 = g1π11, (28)

p2 = g2π22 + g21π21, (29)

p3 = g3π33 + g2g1π321 + g31π31, (30)

p4 = g4π44 + g3g1π431 + g22π42 + g2g
2
1π421 + g41π41 (31)

або p = [g] · [π], де елементи матрицi [π] виражаються через компо-
ненти набору jcnf так:

πkk ≡ jk;

π21 ≡ −j2 + j21 ;

π321 ≡ −2j3 + 2j2j1,

π31 ≡ j3 − 2j2j1 + j31 ;
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π431 ≡ −2j4 + 2j3j1,

π42 ≡ −j4 + j22 ,

π421 ≡ 3j4 − 4j3j1 − 2j22 + 3j2j
2
1 ,

π41 ≡ −j4 + 2j3j1 + j22 − 3j2j
2
1 + j41 .

Вiдшукаймо цi коефiцiєнти для кожної конфiгурацiї окремо.
Для цилiндричної конфiгурацiї , пiдставивши значення компонент

jcyl, ф. (19), одержуємо:

π11 = 1
12 lL;

π22 = 1
12L

2,

π21 = 1
12 (−1 + 1

12 l
2)L2;

π33 = 1
80 lL

3,

π321 = 1
80 (− 8

9 )lL3,

π31 = 1
80 (− 1

9 + 5
108 l

2)lL3;

π44 = 1
80L

4,

π431 = 1
80 (−2 + 1

6 l
2)L4,

π42 = 1
80 (− 4

9 )L4,

π421 = 1
80 (179 − 7

36 l
2)L4,

π41 = 1
80 (− 4

9 + 1
36 l

2 + 5
1296 l

4)L4.

Наприклад, взявши π11, π22 та π21, маємо баричне рiвняння стацiо-
нарного стану в наближеннi другого порядку:

Pcyl =
NkBT0
Vcyl

[

1 + 1
12g1lL+ 1

12

(

g2 + g21 [−1 + 1
12 l

2]
)

L2 + . . .
)]

. (32)

У випадку сферичної конфiгурацiї , використавши ф. (20) для на-
бору jsph, отримуємо:

π11 = 1
6f

−1
0 lL;

π22 = 1
12 (1 + 3

20 l
2)f−1

0 L2,

π21 = 1
12 (−1 + 1

10 l
2 − 1

80 l
4)f−2

0 L2;

π33 = 1
40f

−1
0 lL3,

π321 = 1
40 (− 8

9 )f−2
0 lL3,

π31 = 1
40 (− 1

9 + 5
54 l

2 − 1
144 l

4)f−3
0 lL3;

π44 = 1
80 (1 + 5

28 l
2)f−1

0 L4,
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π431 = 1
80 (−2 + 1

7 l
2 − 5

168 l
4)f−2

0 L4,

π42 = 1
80 (− 4

9 − 2
21 l

2 − 1
420 l

4)f−2
0 L4,

π421 = 1
80 (179 − 127

756 l
2 + 149

5040 l
4 + 11

6720 l
6)f−3

0 L4,

π41 = 1
80 (− 4

9 − 11
189 l

2 + 62
2835 l

4 − 17
5040 l

6 − 1
60480 l

8)f−4
0 L4.

Баричне рiвняння стацiонарного стану в наближеннi другого поряд-
ку має вигляд:

Psph =
NkBT0
Vsph

[

1 + 1
6g1f

−1
0 lL+ (33)

+ 1
12

(

g2[1 + 3
20 l

2]f−1
0 + g21 [−1 + 1

10 l
2 − 1

80 l
4]f−2

0

)

L2 + . . .
)]

,

де, нагадаймо, f0 ≡ 1 + 1
12 l

2.
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Рис. 5. Коефiцiєнти πkαL
−k у залежностi вiд вiдносного внутрiшнього

радiуса r1/L для цилiндричної та сферичної конфiгурацiй.

Величини внутрiшнього r1 та зовнiшнього r2 радiусiв входять у
виписанi коефiцiєти [π] через L ≡ r2 − r1 та l = 2(r2 − r1)/(r1 + r2).
Це задає для кожної конфiгурацiї вплив геометричних розмiрiв по-
судини на нерiвноважний стацiонарний тиск. З рис. 5 видно, що у
другому порядку π22,sph та π21 досить швидко зрелаксовують до сво-
їх асимптот 1

12L
2 та − 1

12L
2, тодi як π11 спадають до нуля як 1/r1.

Тому внесок вiд першого ґрадiєнта якiсно важливий навiть при ве-
ликих значеннях внутрiшнього радiуса r1/L, оскiльки враховує не-
рiвноправнiсть внутрiшньої та зовнiшньої поверхонь.
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Внутрiшня енергiя. Її густина ε(r) ≡ D
2 n(r)kBT (r) не залежить

вiд радiальної вiдстанi: ε(r) = D
2 P згiдно ф. (22). Пiдставивши її у

ф. (4), отримуємо:

Ecnf = Ω⊥
cnf

∫ r2

r1

dr rmε(r) = D
2 P × Vcnf . (34)

Отже, для цилiндричної та сферичної конфiгурацiй коефiцiєнти роз-
кладу внутрiшньої енергiї

Ecnf = D
2 NkBT0

[

e0 + δe1 + δ2e2 + . . .
]

(35)

збiгаються з коефiцiєнтами для тиску ei = pi. Через їхню залежнiсть
вiд L та l проявляється вiдмiннiсть вiд випадку рiвноваги, для якої
внутрiшня енергiя газу низької густини не залежить вiд геометри-
чних розмiрiв (об’єму) посудини, а визначається лише повним чи-
слом частинок i температурою.

Гляньмо на залежнiсть вiд першого ґрадiєнта g1 ≡ G1/T0 у пер-
шому порядку. Коли зовнiшнiй цилiндр гарячiший (g1 > 0), внесок
першого порядку зумовлює пiдвищення тиску в стацiонарному станi
у порiвняннi з основним внеском nkBT0; коли ж зовнiшнiй цилiндр
холоднiший (g1 < 0), тиск понижується. Така поведiнка має суто гео-
метричне походження: бiля зовнiшнього цилiндра може перебувати
бiльше частинок з “близькою до нього температурою” i вони за своїм
внеском у тиск переважають вплив меншої кiлькости частинок бiля
внутрiшнього цилiндра у ситуацiї, коли ґрадiєнт має протилежний
знак. Для сферичної конфiгурацiї цей ефект пiдсилюється ( 16f

−1
0 за-

мiсть 1
12 ).

Цi результати для тиску й енергiї переходять у границi слабкої
цилiндричности чи сферичности l → 0 (або r1 → +∞, r2−r1 = const)
в результати для паралелепiпедної конфiгурацiї [31, 33].

3.2. Застосування рiвнянь стану

Розгляньмо можливiсть застосування баричних рiвнянь стану друго-
го наближення типу (32) чи (33) до реальної ситуацiї. Їхнiй загальний
вигляд

P =
N

Vcnf
kBT0

[

1 + g1π11 + g2π22 + g21π21
]

(36)

мiстить три температурнi параметри {T0, g1, g2}. У дiйсностi ж те-
плопровiдний стацiонарний стан характеризується лише двома —
температурами термостатiв T1 i T2. У нашому випадку

T1 = T (r)
∣

∣

r=r1
, T2 = T (r)

∣

∣

r=r2
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або T1 = T (R)
∣

∣

R=−L/2
, T2 = T (R)

∣

∣

R=L/2
. Через те, що хiд темпера-

тури не вiдомий, ми змушенi долучити до температур термостатiв
третiй температурний параметр. Найпростiше взяти T0.

Щоб виразити величини {T0, g1, g2} у баричному рiвняннi стану
(36) через набiр {T1, T2, T0}, введiмо елементарнi наближення. Що-
до g1 ≡ 1

T0

G1, вiзьмiмо в ролi G1 ≡ ∂T/∂r|r=r0 середнiй (точнiше,
огрублений) ґрадiєнт температури, що стосується промiжку [r1; r2]:

〈G1〉[r1;r2] ≡
T2 − T1
r2 − r1

, g1 =
T21
T0L

,

де g1 ≡ 1
T0

〈G1〉[r1;r2] i T21 ≡ T2 − T1.

O r

T(z)

r

2T

1T

r r1 20

<G >

T0

r' r''
x x

<G >

<G > 1 [10]

2
1 [02]

Рис. 6. Геометрична iлюстрацiя наближення для G2. Плавна лiнiя зобра-
жає дiйсний хiд температури.

Так само для g2 ≡ 1
2!

1
T0

G2 в ролi G2 ≡ ∂2T/∂r2|r=r0 вiзьмiмо огру-
блений ґрадiєнт температури другого порядку, який побудуємо так.
За допомогою трьох значень температури T1, T0, T2 можемо означити
огрубленi температурнi ґрадiєнти першого порядку, якi стосуються
промiжкiв [r1; r0] та [r0; r2], див. рис. 6:

〈G1〉[r1;r0] ≡
T0 − T1
r0 − r1

= 2
T0 − T1
L

, 〈G1〉[r0;r2] ≡
T2 − T0
r2 − r0

= 2
T2 − T0
L

.

(37)
Як i в попередньому випадку, цi величини ми приписуємо серединам
цих промiжкiв, тобто, точкам r′ ≡ r1 + 1

4L та r′′ ≡ r2 − 1
4L. Озна-

чення огрубленого ґрадiєнта другого порядку стосується промiжка
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з кiнцями у цих точках:

〈G2〉
[r1+

1
4L;r2−

1
4L]

≡
〈G1〉[r0;r2] − 〈G1〉[r1;r0]

1
2L

.

Одержане значення приписуємо серединi промiжка [r1+ 1
4L; r2−

1
4L],

тобто, точцi r0. Пiсля пiдстановки фф. (37) отримуємо:

〈G2〉
[r1+

1
4L;r2−

1
4L]

= 8
Tam − T0

L2
, g2 = 4(Tam/T0 − 1)L−2,

де Tam ≡ 1
2 (T1+T2) — середнє арифметичне температур термостатiв,

а g2 ≡ 1
2!

1
T0

〈G2〉[r1+L/4;r2−L/4].
Тепер, пiдставивши g1 i g2 у ф. (36) замiсть g1 та g2, одержуємо

P ≈
N

Vcnf
kB

[

T0 + T21
π11
L

+ 4(Tam − T0)
π22
L2

+
T 2
21

T0

π21
L2

]

з одним невiдомим параметром T0. Вiн входить у всi доданки, крiм
другого (котрий пропадає для паралелепiпедної конфiгурацiї).

Введiмо замiсть T0 для нашого наближення другого порядку мi-
ру прогину ходу температури: Θ ≡ Tam − T0, Θ > 0. Тиск можна
виразити через вiдносний прогин Θ̃ ≡ Θ/Tam:

P =
N

Vcnf
kBTam

[

1 + T̃21
π11
L

+
(

−1 + 4
π22
L2

)

Θ̃ +
1

1 − Θ̃
T̃ 2
21

π21
L2

]

,

де T̃21 ≡ T21/Tam — вiдносна рiзниця температур термостатiв. Тут є
двi малi величини: T̃21 ≪ 1 i Θ̃ ≪ 1. Глянувши на рис. 6, неважко
побачити, що Θ < 1

2 |T21|. Тому в розкладi

(1 − Θ̃)−1 = 1 + Θ̃ + Θ̃2 + . . .

для останнього доданка можна залишити лише одиницю, оскiльки
врахування степенiв Θ̃ виводить за межi другого порядку малости:

P ≈ Pam

[

1 + T̃21
π11
L

+ T̃ 2
21

π21
L2

+
(

−1 + 4
π22
L2

)

Θ̃
]

, (38)

де Pam ≡ NkBTam/Vcnf . Другий i третiй внески враховують лише пе-
репад температури мiж термостатами, а четвертий враховує через
прогин характер ходу температури. Знак другого доданка визнача-
ється знаком T21, а третiй i четвертий — вiд’ємнi.

Теоретична оцiнка для прогину Θ нам невiдома. Тому розгляньмо
поведiнку стацiонарного тиску без внеску вiд останнього доданка,
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Рис. 7. Вiдносний тиск для цилiндричної та сферичної конфiгурацiй у за-
лежностi вiд вiдносної рiзницi темепратур. Числа бiля стрiлок зазначають
значення внутрiшнього радiуса r1 в одиницях L.

взявши Θ = 0. На поданих рисунках величини T21, P та r1 зображено
у вiдносних одиницях, тобто як T21/Tam, P/Pam та r1/L. Залежностi
тиску вiд рiзницi температур є асиметричними параболами, рис. 7,
що перетинаються у точцi рiвноваги (0;1). Коли внутрiшня поверхня
гарячiша (T21 < 0), це зумовлює пониження тиску в порiвняннi з
тиском паралелепiпедної конфiгурацiї (її парабола Ppar симетрична
вiдносно лiнiї T21 = 0). Коли внутрiшня поверхня холоднiша (T21 >
0), тиск завжди вищий за тиск Ppar. Для сферичної конфiгурацiї ця
особливiсть проявляється сильнiше.

Вiдхилення парабол вiд параболи Ppar викликане головним чи-
ном внеском першого порядку за T̃21 (тобто, першим ґрадiєнтом).
Вiдхилення зростає з посиленням цилiндричности чи сферичности
прошарку (тобто, зi зменшенням r1/L). Проте, для випадку слаб-
кої цилiндричности чи сферичности, напр., r1/L = 20, можлива си-
туацiя, коли збiльшення T21 вiд нуля спочатку викликає зростання
тиску, а потiм — зменшення. Тут конкурують 2 впливи: неплоска
геометрична конфiгурацiя та стацiонарна нерiвноважнiсть. Для па-
ралелепiпедної конфiгурацiї є тiльки друге — нерiвноважнiсть, — яка
не може пiдвищувати тиск.

Умови слабкої нерiвноважности не дають змоги спостерiгати по-
дiбну немонотонну поведiнку тиску для сильної цилiндричности чи
сферичности при T21 > 0. Це тому, що при зменшеннi r1/L верши-
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Рис. 8. Положення вершин парабол тиску (в одиницях Tam) в залежностi
вiд вiдносного внутрiшнього радiуса r1/L.
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Рис. 9. Ордината вершин парабол тиску (в одиницях Pam) в залежностi
вiд вiдносного внутрiшнього радiуса r1/L.

ни парабол тиску змiщуються в область сильної нерiвноважности
T21/Tam > 0.1, рис. 8. При цьому ордината вершин парабол помiтно
зростає у порiвняння зi слабонерiвноважними значеннями, рис. 9.
Через це слабонерiвноважнi дiлянки парабол тиску, що на рис. 7,
мало вiдрiзняються вiд прямих лiнiй.

На рис. 10 зображено залежнiсть тиску вiд вiдносного внутрiш-
нього радiуса при фiксованих значеннях рiзницi температур для ви-
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Рис. 10. Залежнiсть тиску вiд внутрiшнього радiуса в областi сильної
цилiндричности та сферичности для сталих значень рiзницi температур
термостатiв {−0.1;−0.05; 0.05; 0.1}; всi величини — у вiдносних одиницях.

падку коли цилiндричнiсть (сферичнiсть) має сильнi прояви. Асиме-
трiя поведiнки тиску для вiд’ємних i додатних значень T21 вiдносно
лiнiї P/Pam = 1 вiдповiдає опуклостi парабол тиску на рис. 7: верх-
нi лiнiї тут швидше спадають до одиничного значення, нiж нижнi
пiднiмаються. Це яснiше видно на рис. 11, який вiдповiдає бiльшим
значенням r1/L i зображає асимптотичну поведiнку. Для кожної па-
ри фiксованих рiзниць темеператур {−0.05; 0.05} та {−0.1; 0.1} кри-
вi наближаються до своїх асимптотичних значень, якi меншi за 1 i
вiдповiдають випадку паралелепiпеда. Для сферичної конфiгурацiї
наближення повiльнiше.

Розгляньмо тепер, як врахування прогину впливає на тиск. Най-
перше зауважмо, що результатом (38) можна скористатися, щоб оцi-
нити Θ̃, маючи експериментальнi данi для тиску газу в слабонерiвно-
важному теплопровiдному стацiонарному станi. Виразивши з ф. (38)
вiдносний прогин, отримуємо оцiнку:

Θ̃ =
[

1 + T̃21
π11
L

+ T̃ 2
21

π21
L2

−
P

Pam

](

1 − 4
π22
L2

)−1

.

Її найпростiше проаналiзувати для конфiгурацiї паралелепiпеда. В
цьому разi π11 = 0, π22L−2 = 1

12 , π21L−2 = − 1
12 i ми одержуємо:

Θ̃par =
3

2

[

1 −
1

3

T 2
21

(T1 + T2)2
−
Ppar

Pam

]

.
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Рис. 11. Залежнiсть тиску вiд внутрiшнього радiуса для промiжної та
слабкої цилiндричности i сферичности при сталих значеннях рiзницi тем-
ператур {−0.1;−0.05; 0.05; 0.1}; всi величини — у вiдносних одиницях.

У паралелепiпеднiй конфiгурацiї при перестановцi iндексiв у темпе-
ратур T1 i T2 тиск, як скаляр, залишається незмiнний. З цiєї причи-
ни вiн не мiстить внеску першого порядку за T21. Тому з останнього
виразу слiдує, що Θpar має другий порядок за T21. Це твердження
сильнiше за наведену ранiше грубу оцiнку [38], що Θpar не переви-
щує 1

4 |T21|. Отже, прогин ходу температури в конфiгурацiї парале-
лепiпеда є доволi тонким ефектом у слабонерiвноважному випадку.
Можливо тому наближення лiнiйного ходу добре працює в багатьох
ситуацiях. Проте, на нашу думку, щоби самоузгоджено i правильно
описати теплопровiдний стацiонарний стан, цей прогин слiд врахо-
вувати навiть для слабкого вiдхилення вiд рiвноваги.

Не маючи додаткових аргументiв щодо цилiндричної та сфери-
чної конфiгурацiй, але бажаючи врахувати прогин, ми для них при-
ймаємо припущення про квадратичну залежнiсть як найпростiшу з
можливих:

Θ
∣

∣

{cyl; sph}
= θ2T

2
21,

де θ2 — коефiцiєнт пропорцiйности. На рис. 12–16 наведено результа-
ти для тиску при фiксованих значеннях коефiцiєнта пропорцiйности
θ2 = {0; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2}. Цi числа вибрано так, щоби внесок вiд
прогину був спiвмiрний iз безпосереднiм внеском вiд T 2

21 (що мiстить
π21). Внесок вiд Θ пiдсилює доданок iз T 2

21, зумовлюючи бiльшу опу-
клiсть парабол тиску. Тому збiльшення значення θ2 призводить по
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Рис. 12. Залежнiсть тиску вiд рiзницi температур для значень прогину
θ2 = {0; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2} i внутрiшнього радiуса r1/L = 1 (сильнi цилiн-
дричнiсть та сферичнiсть). Товстiшi лiнiї вiдповiдають бiльшим значенням
θ2.
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Рис. 13. Залежнiсть тиску вiд рiзницi температур для значень прогину
θ2 = {0; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2} i внутрiшнього радiуса r1/L = 3.

пониження вiдносного тиску.
При сильнiй цилiндричностi й сферичностi, напр., коли r1/L до-

рiвнює 1 чи 3, параболи тиску для рiзних конфiгурацiй помiтно
роздiленi, опуклiсть невелика (рис. 12, 13). Для промiжних значень
r1/L = 5 та 10 вони починають зближуватися, а опуклiсть зростає
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Рис. 14. Залежнiсть тиску вiд рiзницi температур для значень прогину
θ2 = {0; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2} i внутрiшнього радiуса r1/L = 5.
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Рис. 15. Залежнiсть тиску вiд рiзницi температур для значень прогину
θ2 = {0; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2} i внутрiшнього радiуса r1/L = 10 (промiжнi
цилiндричнiсть та сферичнiсть).

(рис. 14, 15). При слабкiй цилiндричностi та сферичностi параболи
тиску розташовуються щораз ближче до вiдповiдних парабол пара-
лелепiпедної конфiгурацiї, а розташування їхнiх вершин змiщуються
до T21 = 0 (рис. 16). Асиметрiя парабол тиску зменшується.

ICMP–17–02U 25

0.998

0.9985

0.999

0.9995

1

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

R
ed

uc
ed

 p
re

ss
ur

e 
 P

cn
f 

Reduced temperature difference T21/Tam 

r1/L = 100 

θ2 = 0

θ2 = 0.05

θ2 = 0.1

θ2 = 0.15

θ2 = 0.2

par
cyl
sph

Рис. 16. Залежнiсть тиску вiд рiзницi температур для значень прогину
θ2 = {0; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2} i внутрiшнього радiуса r1/L = 100 (слабкi ци-
лiндричнiсть та сферичнiсть).

4. Ентропiя i II-е начало термодинамiки

Згiдно ф. (1) ентропiю системи означуємо через iнтеґрування її гу-
стини s(r):

S ≡

∫

V

dr s(r). (39)

В ролi s(r) вiзьмiмо рiвноважну густину ентропiї [2] газу низької
густини, замiнивши у нiй густину числа частинок i температуру на
локальнi :

s(r) ≡ kBn(r)
[

− lnn(r) + 1
2D lnT (r) + ξ

(D)
S

]

, (40)

де постiйна ξ
(D)
S ≡ D

2 ln(2πkBm/h
2) + D

2 + 1 стосується квантової
статистики станiв частинок маси m у фазовому просторi, h — стала
Планка. Така форма узгоджується з прийнятим припущенням про
вигляд локального баричного рiвняння стану (22).

4.1. Внески в ентропiю

Виключивши lnn(r) за допомогою ф. (22) з густини ентропiї, маємо:

s(r) = kBn(r)
[

d1 lnT (r) − ln
(

P/kB
)

+ ξ
(D)
S

]

, (41)
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де позначено d1 ≡ 1
2D+1. Цей вираз, пiдставлений у ф. (39), дає три

внески
S = ST + SP + Sξ,

що вiдповiдають доданкам у прямокутних дужках ф. (41).
Другий i третiй легко знаходимо за допомогою умови нормування

(23):
SP = NkB

[

− ln
(

P/kB
)]

, Sξ = NkBξ
(D)
S . (42)

Розклад для SP . Вiдшукаймо розклад типу (10) для цього внеску

SP = NkB
[

sP,0 + δsP,1 + δ2sP,2 + . . .
]

, (43)

пiдставивши у ф. (42) результат (27) для тиску. Отримуємо, що
sP,0 = − ln(n̄T0), а наступнi коефiцiєнти визначаються з розкладу
лоґарифма:

− ln (1 + δp1 + δ2p2 + . . .) = δsP,1 + δ2sP,2 + . . .

Вони пов’язанi з коефiцiєнтами pk за допомогою спiввiдношень:

−sP,1 = p1,

−sP,2 = p2 −
1
2p

2
1,

−sP,3 = p3 − p2p1 + 1
3p

3
1,

−sP,4 = p4 − p3p1 −
1
2p

2
2 + p2p

2
1 −

1
4p

4
1.

З формул (28–31) для pk слiдують такi загальнi вирази:

sP,1 = −g1j1,

sP,2 = −g2j2 + g21(j2 −
1
2j

2
1),

sP,3 = −g3j3 + g2g1(2j3 − j2j1) + g31(−j3 + j2j1 −
1
3j

3
1),

sP,4 = −g4j4 + g3g1(2j4 − j3j1) + g22(j4 −
1
2j

2
2) +

+ g2g
2
1(−3j4 + 2j3j1 + j22 − j2j

2
1) +

+ g41(j4 − j3j1 −
1
2j

2
2 + j2j

2
1 − 1

4j
4
1).

У дод. C наведено явно коефiцiєнти розкладу (43) для обох конфi-
гурацiй.

Внесок ST згiдно фф. (39) i (41) має такий вигляд:

ST ≡

∫

dr sT (r). (44)
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Вiдшукаймо коефiцiєнти sT,i вiдповiдного розкладу за ґрадiєнтами:

ST = NkB
[

sT,0 + δsT,1 + δ2sT,2 + . . .
]

. (45)

Для цього необхiдно, перейшовши до змiнної R, знайти коефiцi-
єнти ряду Тейлора для густини sT (R) ≡ kBd1n(R) lnT (R):

sT (R) = σ−1

[

σ0 + δσ1R+ δ2σ2R
2 + . . .

]

, (46)

де σ−1 ≡ kBd1n0 — амплiтуда. Величини σi виражаються у формi
дискретних згорток коефiцiєнтiв розкладу функцiй n(R) i lnT (R) у
виглядi σi = (ν ∗ τ )i, де

(ν ∗ τ )i ≡ νiτ0 + νi−1τ1 + . . .+ ν1τi−1 + ν0τi. (47)

Набiр τ ≡ {τ0, τ1, τ2, . . .} для lnT (R) = τ0+δτ1R+δ2τ2R
2+. . . можна

знайти, лоґарифмуючи i розкладаючи в ряд ф. (9):

τ0 = lnT0,
τ1 = g1,
τ2 = g2 −

1
2g

2
1 ,

τ3 = g3 − g2g1 + 1
3g

3
1,

τ4 = g4 − g3g1 −
1
2g

2
2 + g2g

2
1 −

1
4g

4
1 .

Тодi згiдно ф. (47) для коефiцiєнтiв σ ≡ {σ0, σ1, σ2, . . .} розкладу
функцiї sT (R) знаходимо:

σ0 = lnT0,
σ1 = −g1Λ1,
σ2 = −g2Λ1 + g21Λ3/2,
σ3 = −g3Λ1 + 2g2g1Λ3/2 − g31Λ11/6,
σ4 = −g4Λ1 + 2g3g1Λ3/2 + g22Λ3/2 − 3g2g

2
1Λ11/6 + g41Λ25/12,

де використано позначення Λf ≡ lnT0 − f .
Загальний вираз (18) у випадку внеску ST набуває вигляду:

ST = Vcnfσ−1(σ · jcnf), (48)

де амплiтуда має свiй розклад, що походить вiд розкладу тиску,
ф. (27):

Vcnfσ−1 = NkBd1
(

p0 + δp1 + δ2p2 + . . .
)

.

Додавши останнi два вирази й зiставивши з розкладом (45), знахо-
димо, що коефiцiєнти для ST визначаються зi спiввiдношення sT,i =
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d1(p∗ (σ⊙jcnf))i, де ⊙ позначає формальне покомпонентне множе-
ння двох “векторiв”: (a ⊙ b) ≡ {a0b0, a1b1, a2b2, . . .}. В розгорнутому
виглядi одержуємо:

sT,0 = d1 lnT0,

sT,1 = d1g1j1,

sT,2 = d1
[

g2j2 + g21(− 3
2j2 + j21)

]

,

sT,3 = d1
[

g3j3 + g2g1(−3j3 + 2j2j1) + g31(116 j3 −
5
2j2j1 + j31)

]

,

sT,4 = d1
[

g4j4 + g3g1(−3j4 + 2j3j1) + g22(− 3
2j4 + j22) +

+ g2g
2
1(112 j4 − 5j3j1 −

5
2j

2
2 + 3j2j

2
1) +

+ g41(− 25
12 j4 + 17

6 j3j1 + 3
2j

2
2 − 7

2j2j
2
1 + j41)

]

,

де було пiдставлено представлення коефiцiєнтiв p i σ через добутки
ґрадiєнтiв [g]. Явнi вирази для sT,i для обох конфiгурацiй подано у
дод. C.

Повна ентропiя. Одержiм розклад (10) для сумарної ентропiї

S = NkB
[

s0 + δs1 + δ2s2 + . . .
]

, (49)

додавши розклади для ST й SP , фф. (45) i (43), i вираз (42) для Sξ.
Вiдповiднi коефiцiєнти si ≡ sT,i + sP,i + sξδ0i мають такий загальний
вигляд:

s0 = ln(Vcnf/N) + D
2 lnT0 + ξ

(D)
S ,

s1 = g1ς11,

s2 = g2ς22 + g21ς21,

s3 = g3ς33 + g2g1ς321 + g31ς31,

s4 = g4ς44 + g3g1ς431 + g22ς42 + g2g
2
1ς421 + g41ς41;

компактно цi спiввiдношення можна подати так: s = [g] · [ς ]; множни-
ки бiля ґрадiєнтiв залежать вiд вимiрности простору:

ςkk ≡ D
2 jk;

ς21 ≡ − 3D+2
4 j2 + D+1

2 j21 ;

ς321 ≡ − 3D+2
2 j3 + [D + 1]j2j1,

ς31 ≡ 11D+10
12 j3 −

5D+6
4 j2j1 + 3D+4

6 j31 ;

ς431 ≡ − 3D+2
2 j4 + [D + 1]j3j1,
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ς42 ≡ − 3D+2
4 j4 + D+1

2 j22 ,

ς421 ≡ 11D+10
4 j4 −

5D+6
2 j3j1 −

5D+6
4 j22 + 3D+4

2 j2j
2
1 ,

ς41 ≡ − 25D+26
24 j4 + 17D+22

12 j3j1 + 3D+4
4 j22 − 7D+10

4 j2j
2
1 + 2D+3

4 j41 .

Пiдставивши у цi вирази компоненти набору jcyl для цилiндри-
чної конфiгурацiї , ф. (19), знаходимо:

ς11 = D
24 lL;

ς22 = D
24L

2,

ς21 = 1
12

(

− 3D+2
4 + D+1

24 l2
)

L2;

ς33 = D
160 lL

3,

ς321 = 1
80

(

− 17D+8
18

)

lL3,

ς31 = 1
80

(

2
9D + 15D+20

648 l2
)

lL3;

ς44 = D
160L

4,

ς431 = 1
80 (− 3D+2

2 + D+1
12 l2)L4,

ς42 = 1
80 (− 17D+8

36 )L4,

ς421 = 1
80 (37D+30

18 − 15D+17
108 l2)L4,

ς41 = 1
80 (− 45D+38

72 + D+1
27 l2 + 10D+15

5184 l4)L4.

Значення D = 3 стосується газу мiж двома спiввiсними цилiндра-
ми, а пiдстановка D = 2 дає ентропiю двовимiрного газу мiж двома
концентричними колами.

Для сферичної конфiгурацiї за допомогою ф. (20) для jsph одер-
жуємо:

ς11 = 1
6
D
2 f

−1
0 lL;

ς22 = 1
12

D
2 (1 + 3

20 l
2)f−1

0 L2,

ς21 = 1
12 (− 3D+2

4 − D−6
120 l

2 − 3D+2
320 l4)f−2

0 L2;

ς33 = 1
40

D
2 f

−1
0 lL3,

ς321 = 1
40 (− 17D+8

18 − D
24 l

2)f−2
0 lL3,

ς31 = 1
40 (29D + 27D+22

324 l2 − D+2
432 l

4)f−2
0 lL3;

ς44 = 1
80

D
2 (1 + 5

28 l
2)f−1

0 L4,

ς431 = 1
80 (− 3D+2

2 − 5D−6
84 l2 − 15D+10

672 l4)f−2
0 L4,

ς42 = 1
80 (− 17D+8

36 − 19D+8
168 l2 − 33D+8

6720 l4)f−2
0 L4,

ς421 = 1
80 (37D+30

18 + 193D−130
1512 l2 + 135D+82

3360 l4 + 85D+62
40320 l6)f−3

0 L4,
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ς41 = 1
80 (− 45D+38

72 − 157D+86
1512 l2 − 209D−2418

181440 l4 − 341D+358
120960 l6 −

− 247D+146
5806080 l8)f−4

0 L4.

На вiдмiну вiд попереднього випадку тут може бути лише D = 3:

ς11 = 1
4 f

−1
0 lL;

ς22 = 1
8 (1 + 3

20 l
2)f−1

0 L2,

ς21 = 1
12 (− 11

4 + 1
40 l

2 − 11
320 l

4)f−2
0 L2;

ς33 = 3
80 f

−1
0 lL3,

ς321 = 1
40 (− 59

18 − 1
8 l

2)f−2
0 lL3,

ς31 = 1
40 (23 + 103

324 l
2 − 5

432 l
4)f−2

0 lL3;

ς44 = 3
160 (1 + 5

28 l
2)f−1

0 L4,

ς431 = 1
80 (− 11

2 − 3
28 l

2 − 55
672 l

4)f−2
0 L4,

ς42 = 1
80 (− 59

36 − 65
168 l

2 − 107
6720 l

4)f−2
0 L4,

ς421 = 1
80 (476 + 449

1512 l
2 + 487

3360 l
4 + 317

40320 l
6)f−3

0 L4,

ς41 = 1
80 (− 173

72 − 557
1512 l

2 + 199
20160 l

4 − 1381
120960 l

6 −

− 887
5806080 l

8)f−4
0 L4.

Цi вирази для обох конфiгурацiй мiстять радiуси цилiндричної та
сферичної посудин, присутнi в L та l. Ще їх можна знайти, додаючи
sT,i й sP,i, що наведенi у дод. C.

4.2. Узгодження з II-м началом термодинамiки

Покажiмо, що результат (49) для ентропiї задовольняє друге начало
термодинамiки для нерiвноважних процесiв. Спочатку газ перебуває
в теплопровiдному стацiонарному станi. Якщо його iзолювати на ме-
жевих поверхнях r = r1 та r = r2 (цилiндричної чи сферичної конфi-
гурацiй), то у ньому почнеться вирiвнювання температури. Внаслi-
док релаксацiї газ прямуватиме до стану рiвноваги. Ентропiя цього
кiнцевого стану, згiдно II начала термодинамiки [8], має бути бiльша
за ентропiю початкового.

Оскiльки внутрiшня енергiя газу не змiнюється впродовж рела-
ксацiї, E = const, то кiнцевiй рiвновазi ми можемо приписати тем-
пературу Tfin згiдно спiввiдношення E = D

2 NkBTfin. Вiдповiдно до
ф. (35) знаходимо:

Tfin = T0
[

1 + δp1 + δ2p2 + . . .
]

,
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де враховано, що ei = pi.
Пiдставивши цю формулу у вираз для рiвноважної ентропiї газу

низької густини [2]

Sfin = NkB
[

ln(Vcnf/N) + D
2 lnTfin + ξ

(D)
S

]

i розклавши лоґарифм ряду, знаходимо для рiзницi:

S − Sfin = NkB
[

δ∆s1 + δ2∆s2 + δ3∆s3 + . . .
]

,

де коефiцiєнти розкладу ∆si ≡ si + D
2 sP,i дорiвнюють:

∆s1 = 0,

∆s2 = D+2
4 g21(−j2 + j21),

∆s3 = D+2
2

[

g2g1(−j3 + j2j1) + g31(56j3 −
3
2j2j1 + 2

3j
3
1)
]

,

∆s4 = D+2
2

[

g3g1(−j4 + j3j1) + g22(− 1
2j4 + 1

2j
2
2) +

+ g2g
2
1(52j4 −

3
2j3j1 −

3
2j

2
2 + 2j2j

2
1) +

+ g41(− 13
12j4 + 11

6 j3j1 + j22 − 5
2j2j

2
1 + 3

4j
4
1)
]

.

Отже, розклад для рiзницi починається з другого порядку.
За допомогою ф. (19) для цилiндричної конфiгурацiї отримуємо:

∆s2
∣

∣

cyl
= D+2

48 g21(−1 + 1
12 l

2)L2,

∆s3
∣

∣

cyl
= D+2

360

[

− g2g1 + g31
5
72 l

2
]

lL3,

∆s4
∣

∣

cyl
= D+2

160

[

g3g1(−1 + 1
12 l

2) + g22(− 2
9 ) + g2g

2
1(53 − 17

108 l
2) +

+ g41(− 19
36 + 1

27 l
2 + 5

1728 l
4)
]

L4.

Зважаючи на те, що 0 < l < 2, можна стверджувати, що ∆s2 ≤ 0.
Знаки третього i четвертого порядкiв не можна визначити однозна-
чно, бо знаки i величини ґрадiєнтiв не вiдомi. Проте, робимо ви-
сновок, що в межах припущення слабкої нерiвноважности знайде-
на етропiя задовольняє друге начало термодинамiки для нерiвнова-
жних процесiв.

Використавши ф. (20) для сферичної конфiгурацiї знаходимо:

∆s2
∣

∣

sph
= D+2

48 g21(−1 + 1
10 l

2 − 1
80 l

4)f−2
0 L2,

∆s3
∣

∣

sph
= D+2

180

[

− g2g1f
−2
0 + g31(1172 l

2 − 1
96 l

4)f−3
0

]

lL3,

∆s4
∣

∣

sph
= D+2

160

[

g3g1(−1 + 1
14 l

2 − 5
336 l

4)f−2
0 +

+ g22(− 2
9 − 1

21 l
2 − 1

840 l
4)f−2

0 +

+ g2g
2
1(53 − 65

756 l
2 + 41

1680 l
4 + 31

20160 l
6)f−3

0 +

+ g41(− 19
36 − 43

756 l
2 + 403

30240 l
4 − 179

60480 l
6 − 73

2903040 l
8)f−4

0

]

L4.
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На основi тих самих аргументiв, що й для випадку цилiндра, можна
стверджувати, що ентропiя сферичної конфiгурацiї також задоволь-
няє друге начало термодинамiки.

5. Внутрiшнє змiщення маси

Як було зазначено вище, просторова неоднорiднiсть локальної тем-
ператури зумовлює просторову неоднорiднiсть густини числа части-
нок. Найпростiший параметр, який характеризує останню, це розта-
шування центра мас системи. Неважко збагнути, що центр мас газу
в теплопровiдному стацiонарному станi зазнає змiщення у бiк обла-
сти нижчих температур у порiвняннi з положенням для (просторово-
однорiдної) рiвноваги.

5.1. Середнє положення маси

Для точкових мас m1 та m2, розташованих у позицiях r1 та r2, поло-
ження центра мас означується звичайним чином, див. напр., [42,43]:

r ≡
m1r1 +m2r2

m1 +m2
.

Коли є N точкових мас m1, . . . ,mN у положеннях r1, . . . , rN , вираз
узагальнюється до

r ≡

∑N
i=1miri

∑N
i=1mi

.

Для газу частинок маси m, який розглядається як суцiльне середо-
вище в об’ємi V з розподiлом маси ρ(r) = mn(r), треба зробити такi
замiни: ri → r, mi → ρ(r)dr,

∑

i →
∫

V . Тодi для положення центра
мас одержуємо:

r ≡

∫

V dr ρ(r)r
∫

V
dr ρ(r)

.

Цей вираз годиться для посудин паралелепiпедної конфiгурацiї.
Однак для газу в цилiндричнiй посудинi, коли є обертова симетрiя,
вiн дає положення центра мас на осi цилiндра (завдяки iнтеґруванню
за азимутальним кутом), яка би не була радiальна неоднорiднiсть.
Для сферичної конфiгурацiї при таких же умовах центр мас перебу-
ває у центрi сфер. Тому, щоб охарактеризувати неоднорiднiсть маси
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газу в цих двох особливих конфiгурацiях, ми використовуємо сере-
дню радiальну вiдстань:

rcnf ≡

∫ r2
r1

dr ρ(r)rm+1

∫ r2
r1

dr ρ(r)rm

i не iнтеґруємо за iншими координатами. Цей параметр можна засто-
совувати також i для посудини у формi паралелепiпеда. Конкретно
для паралелепiпедної, цилiндричної та сферичної конфiгурацiй вiд-
повiдний вираз набуває вигляду:

zpar≡
Ω

N

∫ z2

z1

dz n(z)z, rcyl≡
2πh

N

∫ r2

r1

dr n(r)r2, rsph≡
4π

N

∫ r2

r1

dr n(r)r3.

Цi частковi випадки можна записати спiльно:

rcnf ≡
Ω⊥

cnf

N

∫ r2

r1

dr n(r)rm+1. (50)

Для просторово-однорiдного стану пiдстановка nunif = N/Vcnf
дає:

z unif
par = 1

2 (z1 + z2), r unif
cyl =

2

3

r32 − r31
r22 − r21

, r unif
sph =

3

4

r42 − r41
r32 − r31

.

Останнi два вирази можна представити ще так:

r unif
cyl =

2

3

r21 + r1r2 + r22
r1 + r2

, r unif
sph =

3

4

r31 + r21r2 + r1r
2
2 + r32

r21 + r1r2 + r22
. (51)

Вони задають середню радiальну вiдстань середовища у рiвновазi
для цилiндричної та сферичної конфiгурацiй. Зокрема, якщо взяти
звичайнi цилiндр i сферу (r1 = 0), то r unif

cyl = 2
3r2 i r unif

sph = 3
4r2. Завдя-

ки iншiй топологiї (нiж паралелепiпедна) дрiб у середнiй радiальнiй
координатi набуває бiльших значень у порiвняннi з 1

2 .

5.2. Середня радiальна вiдстань

Отримаймо вираз для середньої радiальної вiдстанi, що характери-
зує неоднорiднiсть газу в слабонерiвноважному станi. Для цього роз-
гляньмо узагальнення формули (4), ввiвши туди множник rq :

Aq
cnf ≡ Ω⊥

cnf

∫ r2

r1

dr a(r)rm+q , (52)
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Значення q = 1 вiдтворює вигляд ф. (50).
Ввiвши тут змiнну R ≡ r − r0, пiсля простих перетворень прихо-

димо до результату:

Aq
cnf = Ω⊥

cnf

m+q
∑

k=0

Ck
m+qr

m+q−k
0 J (k)

a , (53)

де Ck
m+q — число комбiнацiй, а J

(k)
a — R-моменти густини a(R),

ф. (12). Звiдси знаходимо вираз для середньої радiальної вiдстанi
(iз q = 1) для трьох геометричних конфiгурацiй:

rcnf =
Ω⊥

cnf

N











r0J
(0)
n + J

(1)
n : par

r20J
(0)
n + 2r0J

(1)
n + J

(2)
n : cyl

r30J
(0)
n + 3r20J

(1)
n + 3r0J

(2)
n + J

(3)
n : sph











,

де J (k)
n — R-моменти функцiї n(R).

Використавши їхнi явнi представлення у виглядi рядiв, що похо-
дять вiд розкладу густини n(R), див. §2, знаходимо, що rcnf можна
звести до такого вигляду:

rcnf = r unif
cnf (p0 + δp1 + δ2p2 + . . .)(ν0ξ0 + δν1ξ1 + δ2ν2ξ2 + . . .) (54)

В ролi амплiтуди тут взято просторово-однорiдний вiдповiдник, а
коефiцiєнти ξcnf ≡ {ξ0, ξ1, . . . , ξi, . . .}, що виникають вiд комбiнацiй
iнтеґралiв J (k)

n , дорiвнюють:

ξpar = {1, 1
12 lL,

1
12L

2, 1
80 lL

3, 1
80L

4, . . .},

ξcyl = {1, f̃1L, f̃2L
2, . . . , f̃iL

i, . . .},

ξsph = {1, ϕ̃1L, ϕ̃2L
2, . . . , ϕ̃iL

i, . . .};

функцiї f̃i введено пiсля ф. (17), а ϕ̃i ≡ ϕi/ϕ0 визначаються функцi-
ями ϕi, що мають вигляд:

ϕ0 ≡ 1 + 1
4 l

2, ϕ3 ≡ 3
80 (1 + 5

84 l
2)l,

ϕ1 ≡ 1
4 (1 + 1

20 l
2)l, ϕ4 ≡ 1

80 (1 + 15
28 l

2),

ϕ2 ≡ 1
12 (1 + 9

20 l
2), ϕ5 ≡ 3

448 (1 + 7
108 l

2)l.

Результат для rcnf можна звести згiдно ф. (10) до вигляду:

rcnf = r unif
cnf

[

ρ0 + δρ1 + δ2ρ2 + . . .
]

. (55)
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Якщо коефiцiєнти зiбрати у вектор ρ ≡ {ρ0, ρ1, . . . , ρi, . . .}, то ця
формула набуває вигляду: rcnf = r unif

cnf (δ ·ρ). Зiставляючи її з ф. (54),
приходимо до спiввiдношення: ρ =

(

p ∗ (ν ⊙ ξcnf)
)

. Зокрема, ρ0 ≡ 1,
а ρi — лiнiйнi комбiнацiї добуткiв ґрадiєнтiв порядку i:

ρ1 = g1̺11,

ρ2 = g2̺22 + g21̺21,

ρ3 = g3̺33 + g2g1̺321 + g31̺31,

ρ4 = g4̺44 + g3g1̺431 + g22̺42 + g2g
2
1̺421 + g41̺41.

Цi вирази представляємо як ρ = [g] · [̺] iз матрицею множникiв:

[̺] ≡













1
̺11
̺22 ̺21
̺33 ̺321 ̺31
̺44 ̺431 ̺42 ̺421 ̺41













.

Виразивши у ф. (54) коефiцiєнти p i ν через добутки ґрадiєнтiв
[g], можемо знайти представлення множникiв [̺] через [π] та ξ:

̺kk ≡ πkk − ξk, k = 1 ÷ 4;

̺21 ≡ π21 − π11ξ1 + ξ2;

̺321 ≡ π321 − π22ξ1 − π11ξ2 + 2ξ3,

̺31 ≡ π31 − π21ξ1 + π11ξ2 − ξ3;

̺431 ≡ π431 − π33ξ1 − π11ξ3 + 2ξ4,

̺42 ≡ π42 − π22ξ2 + ξ4,

̺421 ≡ π421 − π321ξ1 − π21ξ2 + π22ξ2 + 2π11ξ3 − 3ξ4,

̺41 ≡ π41 − π31ξ1 + π21ξ2 − π11ξ3 + ξ4.

Пiдставивши сюди вирази для коефiцiєнтiв [π], отримуємо кiнцевi
загальнi вирази для [̺] у термiнах jcnf та ξcnf :

̺kk ≡ jk − ξk, k = 1 ÷ 4;

̺21 ≡ −j2 + ξ2 + (j21 − j1ξ1);

̺321 ≡ −2j3 + 2ξ3 + (2j2j1 − j2ξ1 − j1ξ2),

̺31 ≡ j3 − ξ3 + (−2j2j1 + j2ξ1 + j1ξ2) + j31 − j21ξ1;

̺431 ≡ −2j4 + 2ξ4 + (2j3j1 − j3ξ1 − j1ξ3),

̺42 ≡ −j4 + ξ4 + (j22 − j2ξ2),
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̺421 ≡ 3j4 − 3ξ4 + (−4j3j1 + 2j3ξ1 + 2j1ξ3) −

− 2j22 + 2j2ξ2 + (3j2j
2
1 − 2j2j1ξ1 − j21ξ2),

̺41 ≡ −j4 + 3ξ4 + (2j3j1 − j3ξ1 − j1ξ3) + j22 − j2ξ2 +

+ (−3j2j
2
1 + 2j2j1ξ1 + j21ξ2) + j41 − j31ξ1.

Вони готовi для застосувань до конкретних геометрiй.

5.3. Результати для конфiгурацiй

У попереднiх роботах [31–33], що стосуються паралелепiпедної кон-
фiгурацiї , змiщення маси не розглядалося. Наведiмо тут вiдповiднi
результати:

̺11 = − 1
12 lL;

̺2β = 0;

̺33 = − 1
80 lL

3, ̺321 = 13
720 lL

3, ̺31 = − 1
180 lL

3;

̺4β = 0;

або явно:

zpar =
z1 + z2

2

[

1 − δ 1
12g1lL+ δ3 1

80 (−g3 + 13
9 g2g1 −

4
9g

3
1)lL3 + . . .

]

,

де для цiєї конфiгурацiї L ≡ z2 − z1, а l ≡ L/z0 iз z0 ≡ 1
2 (z1 + z2),

див. вираз пiсля ф. (5). Розкривши дужки, отримуємо:

zpar = 1
2 (z1 + z2) − δ 1

12g1L
2 + δ3 1

80 (−g3 + 13
9 g2g1 −

4
9g

3
1)L4 + . . . .

Проаналiзуймо цей результат. Стан газу в паралелепiпеднiй кон-
фiгурацiї не залежить вiд того, який випадок — z2 > z1 чи z2 < z1
— має мiсце. Вiн залежить вiд того, де розташовується гарячiший
термостат — справа чи злiва. Знайдений вираз вiдповiдає такiй об-
ставинi, мiстячи лише парнi степенi L. В той же час, парнi порядки
ґрадiєнтiв випали, а змiщення центра мас — вправо чи влiво — ви-
значається у першому порядку знаком ґрадiєнта g1. Щоб повнiстю
проаналiзувати третiй порядок, треба знати знаки i величини насту-
пних ґрадiєнтiв g3 i g2. Однак ясно, що внесок вiд g31 має той же знак,
що i внесок першого порядку. Якщо прийняти, що хiд температури
вгнутий, тобто g2 > 0 (на це вказують комп’ютернi моделювання),
то внесок вiд g2g1 має протилежний знак до знаку першого порядку.

Для цилiндричної конфiгурацiї одержуємо:

̺11 ≡ 1
12 (−1 + 1

12 l
2)f−1

0 lL;
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̺22 ≡ 1
12 (− 1

15 l
2)f−1

0 L2,

̺21 ≡ 1
12 (− 1

60 l
2 + 1

144 l
4)f−1

0 L2;

̺33 ≡ 1
80 (−1 + 1

12 l
2)f−1

0 lL3,

̺321 ≡ 1
80 (139 − 17

108 l
2)f−1

0 lL3,

̺31 ≡ 1
80 (− 4

9 + 1
36 l

2 + 5
1296 l

4)f−1
0 lL3;

̺44 ≡ 1
80 (− 2

21 l
2)f−1

0 L4,

̺431 ≡ 1
80 ( 1

42 l
2 + 1

72 l
4)f−1

0 L4,

̺42 ≡ 1
80 ( 11

189 l
2)f−1

0 L4,

̺421 ≡ 1
80 ( 11

378 l
2 − 5

216 l
4)f−1

0 L4,

̺41 ≡ 1
80 (− 1

63 l
2 + 7

1296 l
4 + 5

15552 l
6)f−1

0 L4.

Явний вираз для середньої радiальної вiдстанi в наближеннi другого
порядку має вигляд:

rcyl = runifcyl

[

1 + δ 1
12g1(−1 + 1

12 l
2)f−1

0 lL+

+ δ2 1
12 (g2(− 1

15 l
2) + g21(− 1

60 l
2 + 1

144 l
4))f−1

0 L2 + . . .
]

.

Для сферичної конфiгурацiї знаходимо:

̺11 ≡ 1
12 (−1 + 1

10 l
2 − 1

80 l
4)f−1

0 ϕ−1
0 lL;

̺22 ≡ 1
12 (− 2

15 l
2)f−1

0 ϕ−1
0 L2,

̺21 ≡ 1
12 (− 1

30 l
2 + 1

36 l
4 − 1

480 l
6)f−2

0 ϕ−1
0 L2;

̺33 ≡ 1
80 (−1 + 1

14 l
2 − 5

336 l
4)f−1

0 ϕ−1
0 lL3,

̺321 ≡ 1
80 (139 − 115

756 l
2 + 97

5040 l
4 + 29

20160 l
6)f−2

0 ϕ−1
0 lL3,

̺31 ≡ 1
80 (− 4

9 − 11
189 l

2 + 62
2835 l

4 − 17
5040 l

6 − 1
60480 l

8)f−3
0 ϕ−1

0 lL3;

̺44 ≡ 1
80 (− 4

21 l
2)f−1

0 ϕ−1
0 L4,

̺431 ≡ 1
80 ( 1

21 l
2 + 19

315 l
4 − 23

5040 l
6)f−2

0 ϕ−1
0 L4,

̺42 ≡ 1
80 ( 22

189 l
2 + 1

210 l
4)f−2

0 ϕ−1
0 L4,

̺421 ≡ 1
80 ( 11

189 l
2 − 1091

11340 l
4 + 41

15120 l
6 + 5

12096 l
8)f−3

0 ϕ−1
0 L4,

̺41 ≡ 1
80 (− 2

63 l
2 + 89

5670 l
4 + 2

405 l
6 − 11

18144 l
8 − 1

362880 l
10)f−4

0 ϕ−1
0 L4.

У межах другого порядку результат для середньої радiальної вiдс-
танi виглядає так:

rsph = runifsph

[

1 + δ 1
12g1(−1 + 1

10 l
2 − 1

80 l
4)f−1

0 ϕ−1
0 lL+

+ δ2 1
12 (g2(− 2

15 l
2) + g21(− 1

30 l
2+ 1

36 l
4− 1

480 l
6)f−1

0 )f−1
0 ϕ−1

0 L2+ . . .
]

.
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На вiдмiну вiд паралелепiпедної, для цих конфiгурацiй внески дають
також i парнi порядки за ґрадiєнтами.

В iнших вiдомих нам пiдходах, згаданих у вступi, явище змiще-
ння маси у теплопровiдних стацiонарних станах не розглядається, а
його величина не розраховується. Зокрема, в роботах, що iнтерпрету-
ють нерiвноважний стан в термiнах локального опису, таке змiщення
можна знайти лише пiсля того, як отримано вiдповiднi стацiонарнi
розв’язки для полiв температури i густини числа частинок.

6. Пiдсумки

Щоб з’ясувати вплив форми посудини на термодинамiчнi макроско-
пiчнi характеристики системи у теплопровiдному стацiонарному ста-
нi, ми розглянули двi характернi геометричнi конфiгурацiї: слабоне-
рiвноважний стан мiж двома спiввiсними цилiндричними поверхня-
ми i двома концентричними сферичними поверхнями, на яких пiд-
тримуються рiзнi температури. В ролi системи взято найпростiшу
модель — газ низької густини.

На основi пiдходу суцiльного середовища розраховано тиск, вну-
трiшню енергiю та ентропiю у виглядi розкладiв за ґрадiєнтами тем-
ператури рiзних порядкiв, що стосуються просторово середньої по-
верхнi, до 4-го порядку включно. Додатково отримано розклад для
середньої радiальної вiдстанi (для обертово-симетричних систем це
аналог позицiї центра мас). Її вiдхилення вiд значення для просто-
рово-однорiдного стану зумовлене явищем об’ємного розширення у
неоднорiдно нагрiтому газi.

Результати для усiх макроскопiчних величин є лiнiйними комбi-
нацiями ґрадiєнтiв та їхнiх добуткiв. Особливостi тiєї чи iншої геоме-
тричної конфiгурацiї проявляються у конкретнiй залежностi коефi-
цiєнтiв при добутках ґрадiєнтiв вiд геометричних параметрiв (вну-
трiшнього i зовнiшнього радiусiв цилiндрiв чи сфер). Нерiвноправ-
нiсть внутрiшньої та зовнiшньої поверхонь, на яких задаються гра-
ничнi умови, проявляється у появi внескiв вiд добуткiв ґрадiєнтiв не-
парних порядкiв у термодинамiчних величинах, скалярних за своєю
природою (тиск, енергiя, ентропiя). Цього нема у паралелепiпеднiй
конфiгурацiї, поверхнi граничних умов у якiй рiвноправнi. Узгодже-
ння слабонерiвноважної ентропiї з II-им началом термодинамiки для
нерiвноважних процесiв засвiдчує несуперечливiсть пiдходу.

Отриманi аналiтичнi вирази для глобальних величин мiстять ма-
кроскопiчнi параметри, що задають теплопровiдний стацiонарний
стан. За своїм виглядом це нерiвноважнi термодинамiчнi спiввiдно-
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шення. Вони розширюють наше бачення термодинамiчного опису си-
стем у стацiонарнiй нерiвновазi.

У наступнiй роботi цей спосiб опису буде застосовано до системи
твердих кульок.

Подяки

У роботi використано вiдомостi з бази даних ADS NASA.

A. “Вектори”, “матрицi” й операцiї з ними

В основi пропонованого опису лежить розклад локальної темпера-
тури у ряд (9). Вiн зумовлює розклади решти густин адитивних ве-
личин у свої ряди типу ф. (13) i призводить до результатiв для ма-
кроскопiчних термодинамiчних характеристик у виглядi розкладiв
(10).

“Вектори”. Вiдповiднi коефiцiєнти розкладу зручно зiбрати у на-
бори, а саме: приведенi ґрадiєнти температури

g ≡ {g0, g1, . . . , gi, . . .}; (56)

коефiцiєнти розкладу для кожної густини адитивної величини a(R)

α ≡ {α0, α1, . . . , αi, . . .};

та коефiцiєнти розкладу для макроскопiчних адитивних величин A

a ≡ {a0, a1, . . . , ai, . . .}.

З цими наборами можна обходитися, як з векторами, хоч вони не
утворюють векторного простору. Формально можна ще ввести δ ≡
{1, δ, δ2, . . . , δi, . . .} i R ≡ {1, R1, R2, . . . , Ri, . . .}.

Для таких “векторiв” вводимо операцiї, якi скорочують запис
спiввiдношень, що виникають в основному текстi. Вiзьмiмо два до-
вiльнi “вектори” a ≡ {a0, a1, a2, . . .} та b ≡ {b0, b1, b2, . . .}.

• Скалярне множення — двом “векторам” ставить у вiдповiд-
нiсть число:

a · b ≡ a0b0 + a1b1 + a2b2 + . . .

Операцiя переставна: b·a = a·b. В таких позначеннях розклад у
ряд температури, ф. (9), та густини a(R), ф. (13), виглядють як
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T (R) = T0(g ·R) та a(R) = α−1(α ·R). Розклад макроскопiчної
величини A за добутками ґрадiєнтiв, ф. (10), набуває вигляду:
A = A0(δ · a).

• Покомпонентне множення — двом “векторам” ставить у вiд-
повiднiсть “вектор”:

a⊙ b ≡ {a0b0, a1b1, a2b2, . . .}.

Операцiя переставна: b⊙ a = a⊙ b.

• Згортка за дискретним iндексом — двом “векторам” a та b

ставить у вiдповiднiсть “вектор” c ≡ {c0, c1, c2, . . .}: c = a ∗ b

так, що

ci = (a ∗ b)i ≡ aib0 + ai−1b1 + . . .+ ai−jbj + . . .+ a1bi−1 + a0bi.

Операцiя переставна: b ∗ a = a ∗ b.

“Матрицi”. Добутки ґрадiєнтiв рiзних порядкiв, утворенi з набору
g, ф. (56), зручно зiбрати в таблицю

[g] ≡

















1
g1
g2 g21
g3 g2g1 g31
g4 g3g1 g22 g2g

2
1 g41

. . . . . .

















,

яку позначено тiєю самою буквою i яку можна сприймати як особли-
вий випадок матрицi. В кожному рядку зiбрано всеможливi добутки
ґрадiєнтiв одного порядку. Iншi “матрицi” побудовано згiдно такої ж
структури: у 0-му рядку — 1 елемент, у 1-му рядку — 1 елемент, у
2-му — 2 елементи, у 3-му — 3 елементи, у 4-му — 5 елементiв i т.д.

Щоб означити операцiї, введiмо двi “матрицi”:

A ≡

















a00
a11
a22 a21
a33 a321 a31
a44 a431 a42 a421 a41

. . . . . .

















, B ≡

















b00
b11
b22 b21
b33 b321 b31
b44 b431 b42 b421 b41

. . . . . .

















.
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• Поелементне множення — двом “матрицям” ставить у вiдпо-
вiднiсть “матрицю”: C = A⊙ B так, що ciβ ≡ aiβbiβ , тобто:

C =

















a00b00
a11b11
a22b22 a21b21
a33b33 a321b321 a31b31
a44b44 a431b431 a42b42 a421b421 a41b41

. . . . . .

















.

Операцiя переставна: B ⊙A = A⊙ B.

• Однократне скалярне множення — двом “матрицям” A та B
ставить у вiдповiднiсть “вектор” c ≡ {c0, c1, c2, . . .}: c = A · B
так, що

c0 ≡ a00b00,
c1 ≡ a11b11,
c2 ≡ a22b22 + a21b21,
c3 ≡ a33b33 + a321b321 + a31b31,
c4 ≡ a44b44 + a431b431 + a42b42 + a421b421 + a41b41,

. . .

тобто, i-та складова “вектора” утворюється шляхом скалярного
перемноження i-тих рядкiв “матриць” A та B: ci ≡

∑

β aiβbiβ .
Операцiя переставна: B · A = A · B.

• Двократне скалярне множення — двом “матрицям” A та B ста-
вить у вiдповiднiсть число, а саме, суму добуткiв вiдповiдних
елементiв:

A : B ≡ a00b00 + a11b11 + (a22b22 + a21b21) + a33b33 + . . .

По-iншому — це сума усiх компонентiв однократного скаляр-
ного добутку A · B. Операцiя переставна: B : A = A : B.

B. Добуток двох рядiв i обернений ряд

Нехай дано два розклади за малим параметром δ:

A ≡ a0 + δa1 + δ2a2 + . . . , B ≡ b0 + δb1 + δ2b2 + . . .

Вiдшукаймо, як виражаються коефiцiєнти добутку C ≡ AB через
коефiцiєнти рядiв-множникiв.
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Перемножуючи розклади A та B, маємо:

+∞
∑

i=0

+∞
∑

k=0

δi+kaibk =

+∞
∑

p=0

δp
p

∑

k=0

ap−kbk = c0 + δc1 + δ2c2 + . . . ,

де пiсля першого ‘=’ внески з тими самими степенями параметра δ
зiбрано разом i введено новий iндекс p = i + k. З останньої рiвности
знаходимо, що коефiцiєнт добутку є згорткою коефiцiєнтiв {a} i {b}
за дискретним iндексом:

cp =

p
∑

k=0

ap−kbk.

Якщо A i B взаємнооберненi AB = 1 = BA, то
∑p

k=0 ap−kbk =
δ0p, де δqp — символ Кронекера. З цих рiвностей отримуємо рекурен-
тнi спiввiдношення:

bp =
δ0p
a0

−
1

a0

p−1
∑

k=0

ap−kbk.

Якщо a0 = 1, то b0 = 1 i рекурентний вираз для bp спрощується:

bp
∣

∣

p≥1
= −

p−1
∑

k=0

ap−kbk.

В цьому разi першi кiлька мають вигляд:

b1 = −a1, b2 = −a2 − a1b1, b3 = −a3 − a2b1 − a1b2, . . .

З них знаходимо явнi вирази:

b1 = −a1, b3 = −a3 + 2a2a1 − a31,
b2 = −a2 + a21, b4 = −a4 + 2a3a1 + a22 − 3a2a

2
1 + a41,

b5 = −a5 + 2a4a1 + 2a3a2 − 3a3a
2
1 − 3a22a1 + 4a2a

3
1 − a41, . . .

Коефiцiєнти {a} виражаються через коефiцiєнти {b} за допомогою
таких самих спiввiдношень.

C. Коефiцiєнти розкладу SP i ST

Тут наведено явнi вирази для коефiцiєнтiв розкладу внескiв SP i ST

до ентропiї для цилiндричної та сферичної конфiгурацiй.
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Пiдставивши значення jk для цилiндричної конфiгурацiї , ф. (19),
у загальнi вирази для коефiцiєнтiв λi, поданi пiсля ф. (43), отриму-
ємо:

sP,1

∣

∣

cyl
= − 1

12 g1lL,

sP,2

∣

∣

cyl
= − 1

12

[

g2 + g21(−1 + 1
24 l

2)
]

L2,

sP,3

∣

∣

cyl
= − 1

80

[

g3 −
13
9 g2g1 + g31(49 + 5

324 l
2)
]

lL3,

sP,4

∣

∣

cyl
= − 1

80

[

g4 + g3g1(−2 + 1
12 l

2) − 13
18g

2
2 + g2g

2
1(229 − 13

108 l
2) +

+ g41(− 13
18 + 1

27 l
2 + 5

5184 l
4)
]

L4.

Для сферичної конфiгурацiї пiдстановка ф. (20) дає:

sP,1

∣

∣

sph
= − 1

6g1f
−1
0 lL,

sP,2

∣

∣

sph
= 1

12

[

g2(−1 − 3
20 l

2)f−1
0 + g21(1 + 1

15 l
2 + 1

80 l
4)f−2

0

]

L2,

sP,3

∣

∣

sph
= 1

40

[

g3(−f
−1
0 ) + g2g1(139 + 1

12 l
2)f−2

0 + g31(− 4
9 − 8

81 l
2)f−3

0

]

lL3,

sP,4

∣

∣

sph
= 1

80

[

g4(−1 − 5
28 l

2)f−1
0 + g3g1(2 + 4

21 l
2 + 5

168 l
4)f−2

0 +

+ g22(1318 + 5
28 l

2 + 29
3360 l

4)f−2
0 +

+ g2g
2
1(− 22

9 − 43
126 l

2 − 47
840 l

4 − 3
1120 l

6)f−3
0 +

+ g41(1318 + 19
126 l

2 + 709
45360 l

4 + 3
1120 l

6 + 29
483840 l

8)f−4
0

]

L4.

Коефiцiєнти розкладу ST знаходимо зi загальних виразiв для sT,i,
поданих пiсля ф. (48). Для цилiндричної конфiгурацiї , використавши
ф. (19), знаходимо:

sT,1

∣

∣

cyl
= 1

12d1 g1lL,

sT,2

∣

∣

cyl
= 1

12d1
[

g2 + g21(− 3
2 + 1

12 l
2)
]

L2,

sT,3

∣

∣

cyl
= 1

80d1
[

g3 −
17
9 g2g1 + g31(49 + 5

108 l
2)
]

lL3,

sT,4

∣

∣

cyl
= 1

80d1
[

g4 + g3g1(−3 + 1
6 l

2) − 17
18g

2
2 + g2g

2
1(379 − 5

18 l
2) +

+ g41(− 5
4 + 2

27 l
2 + 5

1296 l
4)
]

L4.

Подiбно, для сферичної конфiгурацiї отримуємо:

sT,1

∣

∣

sph
= 1

6d1g1lL,

sT,2

∣

∣

sph
= 1

12d1
[

g2(1 + 3
20 l

2)f−1
0 + g21(− 3

2 − 1
60 l

2 − 3
160 l

4)f−2
0

]

L2,

sT,3

∣

∣

sph
= 1

40d1
[

g3f
−1
0 + g2g1(− 17

9 − 1
12 l

2)f−2
0 +
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+ g31(49 + 1
6 l

2 − 1
216 l

4)f−3
0

]

lL3,

sT,4

∣

∣

sph
= 1

80d1
[

g4(1 + 5
28 l

2)f−1
0 + g3g1(−3 − 5

42 l
2 − 5

112 l
4)f−2

0 +

+ g22(− 17
18 − 19

84 l
2 − 11

1120 l
4)f−2

0 +

+ g2g
2
1(379 + 193

756 l
2 + 9

112 l
4 + 17

4032 l
6)f−3

0 +

+ g41(− 5
4 − 157

726 l
2 − 209

90720 l
4 − 341

60480 l
6 − 247

2903040 l
8)f−4

0

]

L4.
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