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До феноменологiчної моделi утворення мiкротрiщин

В.В. Iгнатюк

Анотацiя. Розглянуто модифiковану модель Грiффiтса для опису
утворення мiкротрiщин (МТ) при врахуваннi термоактивованої по-
верхневої дифузiї частинок матерiалу трiщини по її краях. Деталь-
но проаналiзовано випадки, коли всередину мiкродефекту потрапляє
чужорiдна частинка (guest-частинка), яка може не лише розштовху-
вати краї МТ, а i формувати певнi мiжатомнi зв’язки притягаль-
ної природи з материнськими (host)-частинками, що формують екс-
тер’єр мiкродефекту. Результати отримано як шляхом числових роз-
рахункiв, так i у виглядi певних аналiтичних виразiв. Останнє дозво-
ляє з’ясувати причини тiєї чи iншої поведiнки характерних довжин,
глибин потенцiальних ям на профiлях повної поверхневої енергiї МТ,
що залишаються поза увагою при використаннi лише числових ме-
тодiв.

On the phenomenological model of microcracks formation

V.V. Ignatyuk

Abstract. A modified Griffiths model was considered for the description
of microcracks (MCR) formation with taking into account the thermally
activated surface diffusion of particles along the crack edges. We analyzed
in detail a case when the foreign guest-particle enters the microdefect.
This particle can not only push the edges of MCR apart, but also form
certain interatomic bonds of an attractive nature with the parent host-
particles, that form the exterior of the microdefect. The results are obtai-
ned both by numerical calculations and in the form of certain analytical
expressions. The latter makes it possible to find out the reasons for a
peculiar behavior of the characteristic lengths and depths of the potenti-
al wells on the profiles of the total surface energy of MCR, which remain
out of frame when using the numerical methods only.
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1. Вступ

Дослiдження дефектоутворення у твердих тiлах, незважаючи на свою
довгу та успiшну iсторiю [1–3], все ще ще залишається привабливим
та перспективним як для теоретикiв [4], так i експериментаторiв [5], а
протягом останнiх десятилiть – i для експертiв в областi комп’ютер-
ного моделювання [6]. Такi дослiдження мають i прикладне значен-
ня, дозволяючи вивчати прикладнi аспекти мiцностi матерiалiв [7] в
рiзних зовнiшнiх умовах, включаючи високi температури, поля де-
формацiй та/або радiацiї [8, 9].

З експериментальних дослiджень вiдомо [5], що трiщиноутворен-
ня як у пластичних, так i крихких твердих матерiалах протiкає че-
рез зародження, рiст та подальше злиття порожнин субмiкронних
масштабiв. Можна стверджувати з великою достовiрнiстю, що цi
нанопустоти виникають в областях пониженої концентрацiї матерi-
алу, наприклад, у невпорядкованих дiлянках всерединi локальних
трекiв [8] пiсля прольоту радiонуклiдiв. У таких областях матерi-
ал чинить опiр можливiй змiнi локального об’єму, що веде до появи
помiтних механiчних напружень. Таким чином, невпорядкованi або
пошкодженi дiлянки накопичують внутрiшнi напруження, якi по-
ширилися перед початковим мiкродефектом i призводять до його
швидкого розвитку, коли розмiр мiкротрiщини (МТ) наближається
до певного критичного значення. I хоча миттєвого руйнування ма-
терiалу зазвичай не вiдбувається внаслiдок ослаблення мiжатомних
зв’язкiв, вмикається механiзм сповiльненої деструкцiї, пов’язаний з
термоактивацiєю внутрiшнiх напружень [10–12] та можливою гетеро-
геннiстю твердих тiл.

Швидкий розвиток комп’ютерних можливостей дозволяє моде-
лювати поширення дефектiв у режимi реального часу [6]. Однак
комп’ютерне моделювання, незважаючи на всi свої численнi перева-
ги, включаючи можливiсть повної вiзуалiзацiї процесiв руйнування,
може бути корисними для опису трiщиноутворення лише у певних
структурованих твердих тiлах, для яких вiдомi мiжатомнi потенцi-
али та матерiальнi характеристики речовини. В якостi певної аль-
тернативи можна застосувати статистико-механiчний пiдхiд. Деякi
з таких методiв є строгими [13,14], iншi базуються на певних напiв-
феноменологiчних пiдходах [1, 10, 11].

З цiєї точки зору найбiльш перспективними уявляються т. зв. гiб-
риднi моделi [7], коли невелика внутрiшня область (порядку кiлькох
мiжатомних вiдстаней) характеризується напiвемпiричним потенцiа-
лом, а зовнiшня область iнтерпретується як пружне середовище у
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дво- або тривимiрному просторi. Це дозволяє поєднувати точнi ме-
тоди статистичної механiки та основнi iдеї теорiї пружностi для об-
числення таких спостережуваних характеристик, як часи нуклеацiї
та росту, час руйнування, критичнi значення полiв напружень тощо.
У данiй главi ми розглядатимемо саме такi моделi, якi ґрунтуються
на комбiнацiї точних статистико-механiчних методiв та деяких мо-
дельних пiдходiв. Нашим завданням є дослiдження утворення МТ
у твердих тiлах в полi зовнiшнiх та внутрiшнiх напружень, оцiнка
енергiй їх зародження та росту, умов їх стiйкостi та розподiлу за
характерними довжинами.

Спочатку ми розглянемо модифiковану модель Грiффiтса для
опису утворення МТ при врахуваннi термоактивованої поверхневої
дифузiї частинок матерiалу трiщини по її краях (або, як часом ка-
жуть, берегах). Далi ми отримаємо значення для мiнiмальної Lmin

та максимальної Lmax довжини МТ при заданнi мiжчастинкової си-
ли взаємодiї певної форми. У роздiлi 4 будуть розглянутi випадки,
коли всередину мiкродефекту потрапляє чужорiдна частинка (guest-
частинка), яка може не тiльки розштовхувати береги МТ, а i форму-
вати певнi мiжатомнi зв’язки притягальної природи з материнськими
(host)-частинками, що формують екстер’єр мiкродефекту. Оскiльки
бiльшiсть результатiв роздiлу 4 отриманi внаслiдок числових роз-
рахункiв, i детальнi причини тiєї чи iншої поведiнки характерних
довжин, глибин потенцiальних ям на профiлях повної поверхневої
енергiї МТ тощо залишаються поза розглядом, у наступному роздiлi
буде проведено детальний аналiз отриманих результатiв на основi то-
чних чи наближених аналiтичних спiввiдношень. Це може слугувати
вказiвником на шляху прогнозування трiщиноутворення в твердих
тiлах та керування ним через задiяння певних мiкроскопiчних меха-
нiзмiв та змiну матерiальних характеристик. В останньому роздiлi
будуть пiдбитi основнi пiдсумки проведених дослiджень.

2. Модифiкована модель Грiффiтса трiщиноутво-

рення в твердих тiлах

У рамках бiльшостi мезоскопiчних пiдходiв вважається, що основним
механiзмом утворення МТ є термоактивацiя внутрiшнiх напружень.
Згiдно теорiї Грiффiта [1] для 2D моделi дефекту, при прикладаннi
розтягуючих напружень МТ передається енергiя

U(σ, L) = γL− σ2L2

2E
, (2.1)
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де перший доданок вiдповiдає енергiї, яку необхiдно затратити для
створення мiкродефекту довжини L, а другий описує змiну енергiї
пружного середовища при утвореннi МТ. Параметри рiвн. (2.1) ма-
ють наступний змiст: E означає модуль Юнга, а γ – енергiю, яку слiд
затратити для утворення МТ одиничної площi. Її значення з доста-
тньою точнiстю можна апроксимувати як γ = Ea, де a – мiжатомна
вiдстань.

У роботi [10] розглядалась елiптична МТ з вiссю Ox, спрямова-
ною вздовж мiкродефекту,

y(x) = d
√

1 − (x/L)2, d = σL/E, (2.2)

з великою напiввiссю L та малою d. Зазвичай вважається, що дефор-
мацiя ε = σ/E ≪ 1, отже максимальне розкриття МТ d є набагато
меншим за її довжину.

Максимальне значення енергiї МТ (2.1) визначає критичну дов-
жину мiкродефекту

Lmax = γE/σ2 = a/ε2. (2.3)

При досягненнi МТ довжини Lmax вiдбувається швидке руйнування
твердого тiла.

Для означення iншої характерної довжини Lmin зробiмо логiчне
припущення, що мiнiмальне розкриття МТ не може бути меншим,
нiж мiжатомна вiдстань. Тодi з рiвн. (2.2) негайно випливає наступна
оцiнка для мiнiмальної довжини МТ:

Lmin = aE/σ ≡ a/ε ≫ a. (2.4)

Для подальшого розгляду нам необхiдно означити ще одну хара-
ктерну величину, пов’язану з утворенням та розвитком мiкродефе-
ктiв. Вважатимемо, що в деякiй точцi з координатою x = L − S(L)
розкриття МТ дорiвнює мiжатомнiй вiдстанi. В науковiй лiтературi
вводиться поняття кiнчикова область (tip zone) МТ [10, 11], i дов-
жину цiєї областi S(L) для профiлю (2.2) легко оцiнити з умови
y(L− s(L)) = a, що дає

s(L) ≈ a2

ε2L
. (2.5)

Очевидно, що поверхнева дифузiя частинок всередину кiнчикової
зони неможлива. Рiст МТ вiдбуватиметься лише тодi, коли довжи-
на мiкродефекту L(t) збiльшується з часом не менше нiж на s(L).
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У протилежному випадку, якщо L(t + ∆t) − L(t) < s(L), дифузiй-
нi процеси, що призводять до перебудови периферiї трiщини (i якi
уповiльнюють залiковування дефекту), стають неможливими, i тер-
мiчно активованi флуктуацiї можуть вести до спонтанного закриття
МТ [10]. Час ∆t, який необхiдний для росту МТ на довжину s(L),
у найвищому порядку за деформацiями можна оцiнити як ∆t(L) ∼
exp[γs(L)/kBT ]. Вiдповiдно, швидкiсть направленого росту мiкро-
дефекту можна записати як v(L) = s(L)/∆t(L) ∼ exp[−γs(L)/kBT ].
В областi не надто високих температур, час росту МТ ми можемо
оцiнити як

τgrowth =

Lmax
∫

Lmin

dL

v(L)
≈ τ01 exp

[

Ea2

kBT

]

+ τ02 exp

[

Ea2

kBT

1

ε

]

. (2.6)

Перший доданок у (2.6) з’являється на нижнiй iнтегральнiй межi
та має порядок поверхневої енергiї кiнчикової зони. Другий член
має той самий порядок за деформацiєю, що й енергiя нуклеацiї МТ
Enucl = U(σ, Lmin) = Ea2/ε 1. Таким чином, можна зробити висно-
вок: якщо враховується спрямована термоактивована дифузiя, часи
зародження та росту мають один i той же порядок, i є в ε−1 разiв мен-
шими за значення, передбаченi теорiєю Грiффiтса [1]. Рiвняння (2.6),
як показано в [11], добре описують еволюцiю мiкропорожнин (або
кластерiв вакансiй). Експериментальнi дослiдження показують [5],
що саме за таким механiзмом (нуклеацiї, росту та коалесценцiї пус-
тот всерединi крихких твердих тiл) вiдбувається дефектоутворення.

3. Вплив взаємодiї мiж краями МТ на її характернi

розмiри

Слiд зауважити, що профiль МТ у виглядi (2.2) вибирався лише з
певних модельних мiркувань [10]. Немає фiзичних причин [3] для
того, щоб похiдна dy(x)/dx розбiгалася при x = L. Навпаки, експе-
риментальнi [6, 7] та теоретичнi дослiдження [3, 14] показують, що
зона країв МТ є достатньо гострою незалежно вiд механiзмiв її фор-
мування. Згiдно моделi Френкеля [2], уявiмо що два береги МТ за-
знають рiвномiрної розтягуючої деформацiї пiд впливом зовнiшнiх
полiв. Мiжатомну взаємодiю мiж краями МТ (на одиницю довжини)

1Цiкаво зауважити, що мiнiмальна довжина МТ Lmin має такий самий скей-
лiнг за деформацiєю, як i Enucl, див. рiвн.(2.4). З iншого боку, такий самий поря-
док має вiдношення максимальної та мiнiмальної довжин МТ, Lmax/Lmin ∼ 1/ε.
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можна вибрати у формi

f(y(x)) =
E

a
y(x) exp

[

−y(x)

a

]

. (3.1)

Очевидно, що не iснує однозначних критерiїв вибору такої взаємо-
дiї [7], i у подальшому ми розглядатимемо складнiшi проте бiльш
реалiстичнi типи взаємодiї мiж краями МТ. Тим не менше, зробив-
ши вибiр на користь (3.1), можна обчислити енергiю, яку слiд затра-
тити на розштовхування берегiв трiщини на вiдстань y(x) один вiд
одного,

γ(y) =

y
∫

0

f(y′)dy′ = Ea[1 − (y/a + 1) exp(−y/a)]. (3.2)

Експериментальнi дослiдження показують [7], що поверхнева енергiя
тривимiрної МТ є порядку кiлькох меВ при значеннях модуля Юнга
10 ГПа, i рiвн. (3.2) узгоджується з такими оцiнками при γ(y → ∞).

Зазвичай, для пошуку точного профiлю мiкродефекту слiд розв’я-
зати задачу статики пружно деформованого твердого тiла [3] у на-
ближеннi суцiльного середовища. Наприклад, уявляючи формуван-
ня мiкродефекту як незначний згин (вибраного) прямокутного па-
ралелепiпеда всерединi твердого тiла, слiд розв’язати краєву задачу

EI
d4y(x)

dx4
+ cf(y(x)) − cσ = 0, (3.3)

y(−L) = y(L) = y′(−L) = y′(L) = 0,

де 2L означає довжину МТ, b – висоту та c – ширину, причому момент
iнерцiї такого стержня становить I = cb3/12.

Зрозумiло, що нелiнiйне диференцiальне рiвняння (3.3) можна
розв’язати лише числовим способом. Однак, якщо вважати, що мiж-
атомна взаємодiя є малою, f(y) ≪ σ, можна опустити другий дода-
нок у (3.3) та отримати наступний аналiтичний вираз для профiлю
МТ:

ỹ(x) =
ε(x̃2 − L̃2)2

24Ĩ
, (3.4)

де введено безрозмiрнi величини ỹ = y/a, x̃ = x/a i Ĩ = c̃b̃3/12. Таким
чином, рiвн. (3.4) визначає МТ з максимальним розкриттям

ỹ(0) =
εL̃4

24Ĩ
. (3.5)
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Зрозумiло, що нехтування силою взаємодiї мiж берегами МТ у
рiвн. (3.3) вносить деякi змiни у профiль y(x). Однак, якщо розгля-
дати МТ з достатньо великим розкриттям, поправки до y(x) будуть
незначними i заторкнуть виключно зону країв МТ. I хоча поверхнева
дифузiя, яка модифiкує вершинну зону [10,11], є найбiльш суттєвою
в околi x = ±L, у подальшому ми зосередимось на наближенiй ана-
лiтичнiй формi профiлю МТ. Саме таке спрощення дозволить нам
якiсно а часом i кiлькiсно оцiнити, якi частини бiльш реалiстичних (i
складнiших) потенцiалiв взаємодiї вiдповiдають за формування ло-
кальних мiнiмумiв на кривих повної енергiї МТ. Це дозволить дати
певнi рекомендацiї щодо поводження з метастабiльними мiкродефек-
тами всерединi твердих тiл.

В кiнцi даного роздiлу спробуймо отримати деякi кiлькiснi ха-
рактеристики мiкродефектiв, профiль яких описується рiвн. (3.4).
Енергiю, яка вивiльняється при формуваннi МТ, можна асоцiювати
з пружною енергiєю плоского перерiзу,

U1(ε, L) = −1

2
σ

L
∫

−L

dx y(x) = −ε2Ea2L5

45I
. (3.6)

Надалi ми будемо опускати знак тiльди для всiх просторових харак-
теристик у їх безрозмiрнiй формi. Енергiю мiжатомного притягання
мiж берегами МТ при великих L можна записати як

U2(ε, L) =

L
∫

−L

γ(y(x)) dx ≈ 2Ea2

(

L− 3
√
π

8L

√

24I

ε

)

. (3.7)

Перший доданок у (3.7) пов’язаний з γ(∞) i має фiзичний змiст енер-
гiї повнiстю розкритої МТ; другий член описує змiну поверхневої
енергiї внаслiдок взаємодiї мiж краями МТ.

У протилежному випадку малих L можна записати наступнi роз-
винення:

U2(ε, L) ≈ 2Ea2
[

64

315

( ε

24I

)2

L9 − 1024

9009

( ε

24I

)3

L13

]

, (3.8)

якi визначають нелiнiйну залежнiсть U2(ε, L) на малих вiдстанях. Як
було показано у роботi [15], повна енергiя U(ε, L) = U1(ε, L)+U2(ε, L)
має мiнiмум при

L̃ =

(

35I

2
+

6125I

297
ε

)1/4

(3.9)
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та максимум при

Lc =
1

2

(

1

2I

)1/4
√

24I

ε
. (3.10)

Значення (3.10) отримано на основi пошуку максимуму повної енер-
гiї, де для її другої складової використовувався асимптотичний вираз
(3.7). Мiкродефекти завдовжки L ≥ Lc приводять до дуже швидко-
го руйнування матерiалу. Водночас МТ завдовжки L̃ дуже швидко
залiковуються, оскiльки при незначних деформацiях їх розмiри на-
багато меншi за

Lmin = (24I/ε)1/4. (3.11)

Останнє значення отримується з виразу (3.4) шляхом прирiвнюван-
ня його до одиницi. Крiм того, корисно отримати вираз для довжи-
ни кiнчикової зони МТ, який визначається зi спiввiдношення y(L −
s(L)) = 1, i дорiвнює

s(L) ≈ 1

2L

√

24I

ε
=

1

2

L2
min

L
. (3.12)

Незважаючи на свою простоту, формула (3.12) має глибокий фiзич-
ний змiст: при не надто малих деформацiях ε довжина кiнчикової
зони є малою для довгих МТ, що певною мiрою пiдтверджує слуш-
нiсть нехтування другим доданком у рiвняннi статики (3.3) i пред-
ставлення профiлю мiкродефекту у виглядi (3.4).

Насамкiнець зауважимо, що процеси термоактивованої дифузiї
в рамках модифiкованої теорiї Грiффiтса, про якi йшлося в роздiлi
2, не будуть предметом наших подальших дослiджень. Далi ми зо-
середимось на аналiзi профiлю повної поверхневої енергiї МТ при
рiзних типах взаємодiй мiж її берегами. Лише в кiнцi роздiлу 5 ми
ненадовго повернемось до цього питання.

4. Проникнення чужорiдних частинок всередину

мiкродефектiв

Зрозумiло, що в реальних твердих тiлах можливi не тiльки процеси
поверхневої дифузiї всерединi МТ за участю материнських части-
нок (host -частинок), а також проникнення всередину мiкродефекту
чужорiдних частинок (guest -частинок). У такому випадку поверхне-
ва енергiя МТ послаблюється внаслiдок розриву мiжатомних зв’яз-
кiв пiд впливом як певних деструктивних чинникiв (наприклад, че-
рез радiацiйне опромiнення зразка), так i суто геометричних ефектiв
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розштовхування берегiв guest -частинкою при збiльшеннi розкриття
МТ, яке вже дозволятиме чужорiднiй частинцi зайти в цей мiкроде-
фект. Можлива також i протилежна ситуацiя хiмiчної модифiкацiї
граней МТ, що призводить до утворення певних мiсткових зв’язкiв
мiж краями трiщини [7].

Враховуючи вищезазначенi чинники, якi зменшують поверхневу
енергiю U2(ε, L), виберемо мiжатомну взаємодiю мiж гранями МТ у
наступнiй формi:

f(y(x)) = A
E

a
exp

(

−ky(x)

n

)

sin(πny(x))Θ(2n− y(x)), (4.1)

де Θ – функцiя Хевiсайда. З рiвн. (4.1) випливає, що на початко-
вому етап проникнення guest-частинки всередину МТ (при малих
розкриттях трiщини) мiжмолекулярнi сили все ще протистоять вход-
женню guest-частинки, але на наступному етапi guest-частинка пов-
нiстю розриває мiжатомнi зв’язки i розштовхує береги МТ. Вибiр
сили взаємодiї у виглядi (4.1) дозволяє широкий дiапазон моделю-
вання поверхневої енергiї

γ(∞) =

∞
∫

0

f(y)dy = AEa2
[1 − exp(−2k)]πn

k2 + π2
. (4.2)

при повнiстю розкритiй МТ. Наявнiсть параметра A дозволяє моде-
лювати процеси послаблення мiжатомних зв’язкiв внаслiдок вище-
згаданих деструктивних чинникiв. Вибiр сили заємодiї у виглядi (4.1)
iстотно змiнює повну поверхневу енергiю МТ, як це видно з Рис. 1.

450 475 500 525 550 575 600 625 650 675 700

195

200

205

210

215

220

225

∆H

∆L

L
maxL

min
L'

U
(ε

,L
)/

E
a

2

L/a

Рис. 1. Поверхнева енергiя МТ в залежностi вiд її довжини при ε = 0.0525.
Мiжатомна сила взаємодiї вибрана у виглядi (4.1) з A = 1, та n = k = 1.
Стрiлки позначають величини Lmin (3.11), L′ (4.3) та Lmax(4.4).
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Можна показати, що при не надто малих деформацiях ε, утворюю-
ться стiйкi МТ з довжиною

L′ =
4
√

2n Lmin. (4.3)

Цi дефекти не залiковуються внаслiдок термоактивованої дифузiї
host-частинок, оскiльки їх характерна довжина перевищує Lmin. Це
означає, що проникнення чужорiдної частинки всередину МТ змен-
шує довговiчнiсть твердого тiла, оскiльки матерiал стає крихким че-
рез велику кiлькiсть довгоживучих початкових мiкродефектiв. Си-
туацiя стає особливо цiкавою, коли значення L′ та Lmin збiгаються
(при n ∼ 1/2): це означає, що будь-яка початкова МТ завдовжки
Lmin є стiйкою. Критичне значення Lmax довжини МТ при проник-
неннi guest-частинок всередину дефекту зменшується порiвняно з ви-
падком суто притягальної взаємодiї (3.1) як

Lmax = Lc/
4
√

4nk, (4.4)

де Lc означено в (3.10). Числовi розрахунки показують, що ширина

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
0

20

40
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∆L
/a

ε

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
0

2

4

6

8

10

∆H
/(

E
a

2
)

ε

Рис. 2. Залежнiсть ширини ∆L/a (злiва) та глибини ∆H/Ea2 (справа) по-
тенцiальної ями повної поверхневої енергiї МТ (див. Рис. 1) вiд деформацiї
при вiдсутностi (точки) та наявностi (суцiльна крива) мiсткових зв’язкiв.

потенцiальної ями (див. Рис. 2) досягає кiлькох десяткiв мiжатом-
них вiдстаней. Можна зробити висновок, що розподiл характерних
довжин новоутворених МТ може бути достатньо широким. Глиби-
на потенцiальної ями також є немонотонною: спочатку вона зростає
майже лiнiйно з деформацiєю приблизно до 5Ea2, а потiм спадає до
нуля при ε → εcr = 0, 065. Порогове значення ε, при якому почина-
ють утворюватися стiйкi МТ, дорiвнює 0.013.

Як уже зазначалося, мiграцiя guest-частинок всередину МТ може
мати не лише руйнiвний ефект, але i сприяти змiцненню мiкродефек-
тiв. Вважається, що можуть виникати мiстковi зв’язки притягальної
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природи мiж guest- i host-частинками, якщо провести певну хiмiчну
модифiкацiю поверхнi МТ [7]. Щоб дати кiлькiсний опис такої си-
туацiї, трiшки модифiкуємо рiн. (4.1), записавши його наступним
чином:

fbridge(y(x)) = A
E

a
exp

(

−ky(x)

n

)

sin(πny(x))Θ(3n− y(x)). (4.5)

Видно, що крiм суто вiдштовхувального взаємодiї з’являється i при-
тягальна гiлка fbridge(y) при розкриттях МТ 2 ≤ y ≤ 3. Ця взаємодiя
є незначною: iнтегральний внесок вiд мiсткових зв’язкiв становить
лише близько 10% вiд загальної взаємодiї. Проте притягальна гiлка
суттєво змiнює деякi основнi характеристики мiкродефектiв (див.
Рис. 2), а саме: i) глибини локальних мiнiмумiв потенцiальної енергiї
U(ε, L) (суцiльна крива) зростають бiльш нiж вдвiчi у порiвняннi з
результатами для моделi з чистим вiдштовхуванням (пунктирна кри-
ва); ii) “вiкно” значень ε, при якому утворюються стiйкi МТ, зростає
в понад два рази у порiвняннi з суто вiдштовхувальною моделлю i
охоплює майже всю область неруйнiвних полiв деформацiй; iii) роз-
подiл типових довжин МТ може бути досить широким.

Результати, представленi на Рис. 1 i 2, були отриманi число-
вим iнтегруванням для знаходження повної поверхневої енергiї МТ
U(ε, L) = U1(ε, L)+U2(ε, L), де двi її складовi були означенi у iнтегра-
лах рiвнянь (3.6)-(3.7). Очевидно, що для з’ясування чинникiв, вiд
яких залежить положення мiнiмумiв потенцiальних ям, їх глибина i,
зрештою, конфiгурацiя профiлю повної енергiї, необхiдно отримати
певнi аналiтичнi вирази. I мова йде в першу чергу не про залежнiсть
просторових чи енергетичних характеристик МТ вiд параметрiв си-
стеми, а про з’ясування мiкроскопiчних механiзмiв, якi формують
вищезгаданi профiлi. Ця задача буде предметом детального дослi-
дження у наступному роздiлi.

5. Залежнiсть повної поверхневої енергiї МТ вiд

мiжчастинкової взаємодiї та параметрiв системи

Узагальнимо вирази для мiжатомних сил (4.1) та (4.5) при проник-
неннi чужорiдної частинки всередину мiкродефекту шляхом введен-
ня додаткового параметра α, який моделює кiлькiсть областей з при-
тягальною та вiдштовхувальною взаємодiєю:

f(y(x)) = A
E

a
exp

(

−ky(x)

n

)

sin(πny(x))Θ(αn − y(x)). (5.1)
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Використаємо рiвн. (3.2) для розрахунку енергiї (на одиницю дов-
жини МТ), яку слiд затратити для розведення країв мiкродефекту
на вiдстань y. Як i у випадку суто притягальної взаємодiї, про яку
йшлося у роздiлi 3, таке iнтегрування можна провести аналiтично,
що дасть нам наступний результат:

γ(y) = γclose(y)Θ(αn− y) + γfar(α)Θ(y − αn), (5.2)

γclose(y)=A
E

a
n exp

(

−ky

n

)

exp(kyn )πn2 − πn2 cos(πny) − k sin(πny)

k2 + π2n4
,

γfar(α)=A
E

a
n exp(−αk)

exp(αk)πn2 − πn2 cos(παn2) − k sin(παn2)

k2 + π2n4
.

У рiвн. (5.2) ми роздiлили внесок γclose(y) вiд т. зв. “ближньої зони”,
коли розкриття МТ y < αn, та “дальної зони” γfar(α), коли виконує-
ться протилежна нерiвнiсть y > αn. Енергiя розведення берегiв МТ
у ближнiй зонi, коли вiдстанi мiж краями мiкродефекту є малими,
залежить вiд профiлю МТ y(x) i не залежать вiд значення пара-
метра α. Для дальньої зони ситуацiя є протилежною, як це видно з
останнього рiвняння (5.2).

Задавши умову переходу “ближня зона – дальня зона” у виглядi
y(x) = αn, з рiвняння (3.4) для профiлю МТ ми отримаємо вираз

xtip =

√

L2 − 2

√

6αnI

ε
, (5.3)

який визначає координату переходу мiж ближньою та дальною зо-
нами. Прирiвнявши вираз (5.3) до нуля, ми отримаємо умову того,
що дальня зона взагалi вiдсутня, тобто ближня починається в точцi
x = 0. У такому випадку довжина МТ з вiдсутньою дальньою зоною
дорiвнюватиме

Ltip =
4

√

24αnI

ε
. (5.4)

На Рис. 3 наведено типовi профiлi енергiй розкриття МТ при рi-
зних значеннях параметра α, який визначає наявнiсть (α = 3) або
вiдсутнiсть (α = 2) мiсткових зв’язкiв, в залежностi вiд координати
x всерединi мiкродефекту та його фiксованої довжини L. На Рис. 3a
точка 1, де закiнчується дальня зона 2, визначається умовою дру-
гого нуля у виразi для сили мiжчастинкової взаємодiї (5.1), а саме

2Ближня зона реалiзується при великих значеннях x, коли розкриття МТ
y(x) є малим. Навпаки, дальня зона реалiзується при менших значеннях x, коли
вiдстань y(x) мiж берегами МТ є достатньо великою.
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Рис. 3. Залежнiсть енергiї розкриття МТ γ(x) вiд координати. Параметри
системи: L = 550, α = 2 (a), L = 480, α = 2 (b) та L = 600, α = 2, 3 (с).
Значення деформацiї ε = 0.05 та безрозмiрного моменту iнерцiї I = 109/12
є спiльними для усiх трьох випадкiв.

sin(πny) = 0, πny = 2π, що дасть вираз

x∗

1 =

√

L2 −
√

48I

nε
(5.5)

для її координати.
Подiбним чином, з умови sin(πny) = 0, πny = π для першого нуля

у виразi (5.1) можна знайти координату точки 2

x∗

2 =

√

L2 −
√

24I

nε
, (5.6)

де енергiя розкриття МТ досягає найбiльшого значення. Зрозумiло,
що точка 2 вiдповiдає закiнченню притягальної областi сили мiжча-
стинкової взаємодiї (5.1), а точка 1 – закiнченню вiдштовхувальної
областi. Зауважимо, що умова x∗

2 = 0 автоматично приводить до
виразу (5.4).

Насамкiнець, задаючи умову sin(πny) = 0, πny = 3π, коли за-
нуляється друга притягальна гiлка в енергiї мiжчастинкової взає-
модiї при наявностi мiсткових зв’язкiв (третiй нуль у виразi (5.1)),
можна знайти координату точки 3 початку ближньої зони:

x∗

3 =

√

L2 −
√

72I

nε
. (5.7)

Зауважимо, що у цьому випадку точка 1 вiдповiдатиме мiнiмуму
γ(y(x)) i, як це добре видно з Рис. 3c, спiвпадатиме з координатою
початку ближньої зони за вiдсутностi мiсткових зв’язкiв, коли α = 2.
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У випадку, зображеному на Рис. 3b, дальня зона взагалi вiдсут-
ня, оскiльки згiдно рiвн. (5.4) значення Ltip = 531, що перевищує
довжину мiкродефекту L = 480. Зауважимо, що параметри Рис. 3с
визначають наступнi умови iснування дальньої зони: Ltip = 531 для
випадку без мiсткових звязкiв (α = 2) та Ltip = 589 при наявностi
мiсткових звязкiв (α = 3). Оскiльки обидвi величини є меншими нiж
вибрана довжина МТ L = 600, на графiках чiтко видно дальню зону,
яка закiнчується в точцi x∗

3 при α = 3 та в точцi x∗

1 при α = 2.
Також слiд пiдкреслити наступну суттєву деталь: якщо вираз

(5.4) при α = {2, 3} визначає мiнiмальну довжину, яку повинна ма-
ти МТ для появи дальньої зони при вiдсутностi/наявностi мiсткових
зв’язкiв, то поклавши у ньому α = 1, n = 1, ми отримаємо мiнiмальну
довжину мiкродефекту, при якiй вiн ще не залiковується внаслiдок
термоактивованої дифузiї host -частинок, див рiвн. (3.11). В загаль-
ному випадку можна знайти ще один мiнiмум на кривiй повної по-
верхневої енергiї МТ в точцi L̃, як це було зроблено в роботi [15]. У
випадку сили мiжатомних взаємодiй (5.1) вiн визначається розкла-
дом γclose(y) в ряд за малими розкриттями з точнiстю до y2. Тодi
повна енергiя дорiвнює (тут i надалi ми поклали A = 1)

U(ε, L) = −1

2
σ

L
∫

−L

y(x)dx +
En

2a

L
∫

−L

y(x)2dx

= −aE2

(

ε2L5

I
− 2πnε2L9

1225I2

)

, (5.8)

а її мiнiмум знаходиться в точцi

L̄ =
4

√

35

2πn
I (5.9)

та спiвпадає з виразом (3.9) при n = 1/π та малих деформацiях ε.
Оскiльки L̄ ≪ Lmin ∼ ε−1/4, то МТ з такими довжинами є нестабiль-
ними i вiдразу залiковуються.

Натомiсть, взявши наступний член розкладу, отримаємо γclose(y) ≈
Ea
6
πy2(3n−2ky), що дає точку максимуму повної поверхневої енергiї

Lmax1 =

{

3

20εk

(

99In +

√

33

π
I2(297πn2 + 700εk)

)}
1
4

. (5.10)

Числовi розрахунки показують (див. Рис. 4), що максимум повної
енергiї дiйсно реалiзується в околi цiєї точки.
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Рис. 4. Повна поверхнева енергiя МТ при вiдсутностi (суцiльна крива)
та наявностi (штрихована крива) мiсткових зв’язкiв. Параметри моделi:
n = k = 1, I = 109/12, ε = 0.05.

З iншого боку, при великих значеннях L повну поверхневу енер-
гiю можна записати як

U(ε, L) = U1(ε, L) + U2(ε, L) (5.11)

= −Ea2











ε2L5

45I
− 2






γfarxtip +

L
∫

xtip

γclose(y(x))dx

















.

Зрозумiло, що з врахуванням форми профiлю МТ (3.4) ми не змо-
жемо знайти явний вираз для внеску ближньої зони, тобто для iнте-
грального доданку у (5.11). В такому випадку доцiльно замiсть то-
чної форми (3.4) взяти її квадратичну апроксимацiю y(x) ≈ − εL2x2

12I ,
що дасть змогу знайти значення гаусового iнтегралу. Шукаючи то-
чки екстремуму U(ε, L), можна отримати аналiтичний проте досить
громiздкий вираз для другої точки максимуму Lmax2 повної поверх-
невої енергiї. Цiкаво зауважити, що Lmax2 ∼ ε−1/2, тодi як Lmax1 ∼
ε−1/4 (див. рiвн. (5.10)), тобто при збiльшеннi деформацiї обидвi то-
чки зближуються.

На Рис. 4 зображено повну поверхневу енергiю МТ U(ε, L) при
вiдсутностi та наявностi мiсткових зв’язкiв. Характернi просторовi
масштаби, обчисленi за допомогою рiвн. (3.11), (5.10) i (5.4), ста-
новлять Lmin = 447, Lmax1 = 470 та Ltip = 532. Аналiтичнi вирази
для величин Lmax2, в околi яких реалiзуються максимуми поверх-
невої енергiї, як уже зазначалось, є досить громiздкими i не при-
водяться у цьому роздiлi. Тим не менше, розрахунок цих величин
дає Lmax2 = 612 для випадку α = 2 та Lmax2 = 656 при α = 3,
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вiдповiдно. Напрошується загальний висновок, що вищенаведенi ве-
личини дiйсно знаходяться в околi вiдповiдних екстремумiв кривих,
розрахованих числовим способом та зображених на Рис. 4.

Також з Рис. 4 видно, що точка мiнiмуму на кривiй U(ε, L) спiв-
падає зi значенням (5.4) при α = 2. Згiдно означення (5.4) переходу
“ближня зона–дальня зона”, профiль повної поверхневої енергiї лi-
воруч вiд Ltip формує ближня зона, а праворуч – дальня. Оскiльки
γclose(y) не залежить вiд параметра α, то i при наявностi мiсткових
зв’язкiв, i при їх вiдсутностi лiва частина графiкiв на Рис. 4 має
iдентичний вигляд.

Прирiвнявши Ltip = Lmax2 при α = 2, можна оцiнити значе-
ння поля деформацiї, при якому зникає мiнiмум повної поверхне-
вої енергiї МТ при вiдсутностi мiсткових зв’язкiв. Цiкаво, що об-
числена величина ε∗2 = 0.0864 досить близька до точного значення
ε∗exact2 = 0.069, яке отримується з лiвої частини Рис. 2 при ∆L = 0.
Подiбним чином, поклавши Ltip|α=2 = Lmax2|α=3, можна знайти зна-
чення ε, при якому зникає мiнiмум на кривiй повної поверхневої
енергiї МТ при наявностi мiсткових зв’язкiв. Як i в попередньому
випадку, розраховане нами значення ε∗3 = 0.1171 є досить близьким
до точного ε∗exact3 = 0.136.

6. Висновки

Ми розвинули феноменологiчну теорiю трiщиноутворення в твердих
тiлах на основi модифiкованої теорiї Грiффiтса. Отриманi ранiше
результати [16] для випадку притягальної взаємодiї мiж берегами
МТ, а також при умовi входження чужорiдної частинки у вершин-
ну зону мiкродефекту [15] були проаналiзованi крiзь призму явних
виразiв для характерних масштабiв цих мiкродефектiв. Це дозволи-
ло з’ясувати, якi саме частини потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї
є вiдповiдальними за той чи iнший профiль МТ, що не вдавалось
зробити ранiше на основi лише числових розрахункiв. Ми свiдомо
обмежились врахуванням лише “незбуреного” профiлю МТ, коли для
отримання залежностi y(x) в рiвняннях статики нехтувалось силою
мiжчастинкової взаємодiї. На наш погляд, таке врахування має сенс
лише при роботi з мiкродефектами наперед визначеної топологiї i
жодною мiрою не допомагає при розрахунках типових просторових
характеристик мiкродефектiв, ширин та глибин потенцiальних ям
тощо. Отриманi результати дуже добре доповнюють та пояснюють
данi числових розрахункiв, отриманих у роботi [15].

Вважаємо за потрiбне коротко зупинитись на аналiзi деяких ва-
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жливих результатiв, отриманих у роздiлах 4 та 5. Спiвпадiння кри-
вих, якi описують ширини та глибини потенцiальних ям на Рис. 2 як
функцiй деформацiї при малих ε незалежно вiд наявностi/вiдсутностi
мiсткових зв’язкiв є наслiдком домiнування внескiв вiд ближнiх зон
МТ (якi не залежать вiд параметра α). При зростаннi полiв дефор-
мацiй МТ розкриваються все бiльше, i внесок у повну енергiю вiд
дальнiх зон (якi залежать вiд значень параметра α), стає все вагомi-
шим. Це i пояснює рiзнi результати при наявностi та вiдсутностi мiс-
ткових зв’язкiв у промiжку 0.07 < ε < 0.14. Однак, оскiльки внесок
вiд ближньої зони у вираз для U2(ε, L) можна розрахувати аналiти-
чно лише апроксимувавши пiдiнтегральнi вирази у (5.11) гаусовими
функцiями, то процес визначення полiв деформацiй, при яких пове-
дiнка повної енергiї стає рiзною, не може претендувати на особливу
точнiсть i обмежується лише числовими методами. З подiбних мiр-
кувань ми не проводили аналiз внескiв ближньої та дальньої зон в
глибину потенцiальної ями при рiзних деформацiях.

Окремо слiд сказати кiлька слiв про застосовнiсть модифiкованої
теорiї Грiффiтса для випадку, розглянутого у роздiлах 4 та 5. Зро-
зумiло, що основнi постулати цiєї теорiї не мали б зазнавати ревiзiї
у випадку, коли чужорiднi частинки проникають всередину мiкро-
дефекту. Якщо оцiнювати час росту МТ на основi рiвн. (2.6), то
видно, що з врахуванням (4.4) значення верхньої межi iнтегралу бу-
де меншим при тому, що нижня границя залишається незмiнною.
Бiльше того, саме поняття кiнчикової зони мало б зазнати певної
модифiкацiї. Внаслiдок того, що у вершиннiй зонi МТ знаходиться
guest -частинка, проникнення в цю область host -частинок стає утруд-
неним. Отже, з’являються пiдстави вважати закiнченням вершинної
зони точку Ltip > Lmin, що вкотре зменшує область iнтегрування в
(2.6) i формально працює на зменшення загального часу росту МТ.

З iншого боку, утруднений доступ host -частинок в окiл кiнчикової
зони МТ перешкоджає поверхневiй дифузiї i, як наслiдок, згiдно мо-
дифiкованої теорiї Грiффiтса [10, 11, 15] збiльшує τgrowth. Крiм того,
термодифузiйнi ефекти в околi кiнчикової зони є дуже чутливими
до точного профiлю МТ, розрахунок якого не проводився. Вiдтак,
обчислення часiв росту МТ є окремою цiкавою задачею, яку можна
розглянути в рамках нашого феноменологiчного пiдходу, який до-
зволяє отримувати точнi аналiтичнi вирази для майже всiх харак-
терних масштабiв МТ при проникненнi всередину них чужорiдних
частинок.

Загалом, запропонований нами феноменологiчний пiдхiд можна
вважати ефективним доповненням реальних експериментiв з вивче-
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ння природи трiщиноутворення в твердих тiлах, а також комп’ю-
терного моделювання таких процесiв. Вiн дозволяє робити низку
цiкавих висновкiв, виходячи з вiдносно простих моделей трiщино-
утворення та отриманих для них аналiтичних та числових резуль-
татiв. Зокрема, вартою уваги iдеєю є впровадження всередину МТ
комплексiв чужорiдних частинок, здатних формувати мiстковi звяз-
ки та укрiплювати береги трiщини по мiрi її розкриття. Зрозумi-
ло, що перспективнiсть подiбного роду пiдходiв мала б зростати при
об’єднаннi зусиль теоретикiв, експериментаторiв та iнженерiв, якi
працюють над посиленням стiйкостi твердих тiл.
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