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Анотацiя. Дослiджено вплив структурної невпорядкованостi на унi-
версальнi характеристики критичної поведiнки систем з далекосяж-
ною взаємодiєю. На прикладi n-векторної моделi у d-вимiрному про-
сторi розглянуто феромагнiтне впорядкування в структурно невпо-
рядкованих магнетиках з далекосяжною взаємодiєю J(x) ∼ x−d−σ.
Продемонстровано, що iснує така дiлянка цих параметрiв, коли да-
лекосяжна взаємодiя i структурний безлад приводять до синергети-
чного ефекту i появи нового, “випадкового далекосяжного” (random
long-range) класу унiверсальностi. Отримано ренормалiзацiйно-гру-
повi функцiї i на їх основi розраховано критичний показник кореля-
цiйної довжини ν(ǫ′, n) як ряд теорiї збурень за ε′ = 2σ−d. Кiлькiснi
оцiнки отримано пересумовуванням асиптотичних рядiв.

Critical behavior of structurally disordered systems with long-
range interaction

M. Dudka, D. Shapoval, Yu. Holovatch

Abstract. We study the impact of structural disorder on the universal
characteristics of the critical behavior of long-range-interacting systems.
As a case study, we use the n-vector model in d space dimensions to
consider ferromagnetic ordering in structurally disordered magnets with
long-range interaction J(x) ∼ x−d−σ. It has been demonstrated that
there exists such a region of these parameters where the long-range
interaction and structural disorder lead to a synergistic effect and to the
emergence of a new “random long-range” universality class. We obtain
renormalization-group functions and based on them calculate the corre-
lation length critical exponent ν(ǫ′, n) as perturbation theory series in
ε′ = 2σ − d. Quantitative estimates are obtained using resummation of
asymptotic series.

Подається в Журналу фiзичних дослiджень

Submitted to Journal of Physical Studies

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2023
Institute for Condensed Matter Physics 2023



Препринти Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України
розповсюджуються серед наукових та iнформацiйних установ. Вони
також доступнi по електроннiй комп’ютернiй мережi на WWW-сер-
верi iнституту за адресою http://www.icmp.lviv.ua/

The preprints of the Institute for Condensed Matter Physics of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine are distributed to scientific and
informational institutions. They also are available by computer network
from Institute’s WWW server (http://www.icmp.lviv.ua/)

Максим Леонiдович Дудка
Дмитро Юрiйович Шаповал
Юрiй Васильович Головач

Критична поведiнка структурно-невпорядкованих систем

з далекосяжною взаємодiєю

Роботу отримано 19 листопада 2023 р.

Затверджено до друку Вченою радою IФКС НАН України

Рекомендовано до друку вiддiлом статистичної теорiї
конденсованих систем

Виготовлено при IФКС НАН України
c© Усi права застереженi

ICMP–23–04U 1

1. Вступ

Одним iз найбiльш вражаючих наслiдкiв взаємодiї мiж елементарни-
ми складовими речовини (частинками, атомами, молекулами) є ра-
птова змiна її макроскопiчних властивостей – фазовий перехiд [1–3].
Незважаючи на те, що “золотим вiком” теорiї фазових переходiв та
критичних явищ прийнято вважати останню чверть минулого сто-
лiття, у цiй дiлянцi продовжуються активнi дослiдження, що дають
постiйний потiк цiкавих результатiв [2]. Сьогоднi, окрiм дослiдже-
ння критичних точок в рiдинах та рiвноважних фазових переходiв
другого роду, дослiдження охоплюють нерiвноважнi фазовi перехо-
ди, зокрема процеси формування дисипативних структур, чи яви-
ща перколяцiї, як приклад геометричного фазового переходу, коли
в системi виникає нескiнченний кластер [4]). Однак навiть у теорiї
рiвноважних фазових переходiв багато питань залишаються нез’ясо-
ваними i це стосується не лише кращого узгодження теорiї з експе-
риментальнии даними. Як приклад можна привести ефекти кросове-
ру у складних рiдинах, де потрiбно враховувати вплив рiзних типiв
критичної поведiнки [5] чи дослiдження магнiтних систем пiд впли-
вом рiзних типiв безладу (безлад замiщення, випадкова анiзотропiя,
фрустрацiї тощо) [6,7], зокрема коли взаємодiя носить далекосяжний
характер [8, 9].

Вiдомо, що степенева поведiнка термодинамiчних величин (скей-
лiнґ) в околi точок неперервного фазового переходу (таких, як точка
Кюрi у феромагнетиках чи точка Нееля в антиферомагнетиках) має
унiверсальний характер: вiдповiднi критичнi показники чи вiдноше-
ння критичних амплiтуд не залежать вiд специфiчних деталей до-
слiджуваних систем. Натомiсть цi унiверсальнi величини залежать
вiд глобальних храктеристик ситеми: характер взаємодiї, вимiрнiсть
простору, симетрiя та кiлькiсть компонент параметру порядку. То-
му великi класи рiзних за своєю мiкроскопiчною природою систем,
характеризуються однаковими характеристиками в околi критичної
точки, формуючи класи унiверсалностi [10].

При побудовi фундаментальної теорiї фазових переходiв необхi-
дно зокрема розрiзняти тi системи, в яких взаємодiя мiж компонен-
тами є короткосяжною, i тi, в яких взаємодiя носить далекосяжний
характер. Звiсно для електромагнiтної взаємодiї, на вiдмiну вiд гра-
вiтацiйної, зазвичай присутнi механiзми екранування, що робить її
ефективно короткосяжною. Однак, як було показано у численних
дослiдженнях (див. наприклад огляди [11]), у багатьох фiзичних,
хiмiчних та бiологiчних [12] системах взаємодiя може мати далек-
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осяжний характер. Тому застосування моделей з далекосяжною вза-
ємодiєю можна вiдшукати не тiльки у дослiдженнях гравiтуючих
систем [13], але й для кулонiвських систем та магнетикiв з диполь-
дипольною взаємодiєю [14], у фiзицi плазми [15], гiдродинамiцi чи
геофiзичнiй механiцi рiдин [11,16–18], чи у дослiдженнях квантових
систем (див. нещодавнiй огляд [19]).

Аналiз моделей з далекосяжною взаємодiєю показав, що вони де-
монструють новi якiснi властивостi та поведiнку, яка вiдмiнна вiд
аналогiчних з короткосяжною взаємодiєю [20, 21]. До прикладу, си-
стеми iз сильною далекосяжною взаємодiєю не є адитивними, що
зокрема призводить до порушення ергодичностi [22]. З iншого боку,
хоча системи зi слабкою далекосяжною взаємодiєю є адитивними,
взаємодiя ефективно змiнює критичнi властивостi та може зумовити
далекосяжне впорядкування в одновимiрних системах чи впливати
на перехiд до поведiнки передбаченої теорiєю середнього поля при
високiй вимiрностi [8, 9, 16, 17].

Поряд iз характером взаємодiї, клас унiверсальностi визначає-
ться також симетрiєю системи, зокрема симетрiєю вiдповiдного ефе-
ктивного гамiльтонiану. Прикладом такої змiни класу унiверсально-
стi, що буде предметом нашого досдiження, може бути внесення в
магнiтну систему структурної невпорядкованостi. Ми зосередимось
на випадку слабкого структурного безладу, оскiльки сильний безлад,
очевидно, впливає на критичну поведiнку – супроводжується перко-
ляцiйними та фрустрацiйними ефектами, що призводить до вiдсу-
тностi далекосяжного магнiтного впорядкування. Як було показано
у численних теоретичних та експериментальних роботах, слабкий
безлад може змiнити характер критичної поведiнки чи навiть мо-
дифiкувати впорядкування, спричинивши появу низькотемператур-
ної фази з квазiдалекосяжним впорядкуванням чи фази спiнового
скла [6, 23]. Клас унiверсальностi чи навiть рiд фазового переходу
може змiнюватись при змiнi кiлькостi компонент (вимiрностi) пара-
метру порядку n в системах зi складними внутрiшнiми симетрiями.
Таке значення вимiрностi параметру порядку, при якому вiдбуває-
ться змiна класу унiверсальностi, називається марґiнальною чи гра-
ничною вимiрнiстю nc i становить окремий предмет дослiджень при
побудовi кiлькiсної теорiї фазових переходiв [24].

Метою нашого дослiдження є проаналiзувати змiни критичної
поведiнки багаточастинкової магнiтної системи, коли конкурують
два фактори: слабка далекосяжна взаємодiя та слабкий структурний
безлад. Аналiз проведемо за допомогою методу теоретико-польової
ренормалiзацiйної групи, що дасть нам змогу iдентифiкувати класи
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унiверсальностi дослiджуваної системи, їх стiйкiсть до змiн глобаль-
них параметрiв та визначити унiверсальнi характеристики критичної
поведiнки – критичнi показники та граничнi вимiрностi. Структура
статтi так: у роздiлi 2 ми зробимо короткий огляд попереднiх робiт,
опишемо метод дослiдження i введемо основнi характеристики до-
слiджуваної моделi. В роздiлi 3 приведемо аналiз магнiтної системи
зi слабкою далекосяжною взаємодiєю мiж її магнiтними моментами
та слабким безладом у структурi ґратки, перейшовши до ефективної
теорiї та обчислюючи вiдповiднi ренормгруповi функцiї у третьому
порядку теорiї збурень. Пiдсумки нашого дослiдження приведенi в
роздiлi 4.

2. Огляд

В цьому роздiлi ми розглянемо особливостi аналiзу критичної пове-
дiнки при застосуваннi методу ренормалiзацiйної групи, поступово
ускладнюючи ефективнi гамiльтонiани дослiджуваних систем. Ана-
лiз розпочнемо iз розгляду структурно-впорядкованого магнетика з
короткосяжною взаємодiєю (пiдроздiл 2.1), деталiзуючи змiни у кри-
тичнiй поведiнцi, що можуть викликатися далекосяжною взаємодiєю
чи структурним безладом у пiдроздiлах 2.2 i 2.3, вiдповiдно.

2.1. Магнетик з короткосяжною взаємодiєю

Розглянемо систему взаємодiючих n-компонентних класичних векто-
рiв – “спiнiв” (магнiтних моментiв) ~Sx = (S1

x
, . . . , Sn

x
), розташованих

у вузлах d-вимiрної ґратки (Рис. 1), що маркуються вектором x.
Гамiльтонiан такої багаточастинкової системи за вiдсутностi зовнi-
шнього магнiтного поля запишеться:

H = −1

2

∑

x,x′

J(|x − x
′|)~Sx

~Sx
′ (2.1)

де пiдсумовування проводиться за всiма вузлами, J(|x − x
′|) > 0 –

феромагнiтна взаємодiя мiж спiнами ~Sx та ~Sx
′ . У цьому пiдроздiлi

вважатимемо її короткосяжною, а саме ненульовою тiльки для пар
найближчих сусiдiв:

J(|x− x
′|) =

{

J, |x− x
′| = стала ґратки,

0, у iнших випадках.
(2.2)

Така модель є узагальненням вiдомої короткосяжної моделi Iзiнга
(n = 1) [25] на випадок n-компонентних спiнiв i є базовою моделлю
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Рис. 1. Двовимiрна (d = 2) ґратка, де червонi диски зображують
вузли x ґратки з n-компонентними спiнами ~Sx = (S1

x
, . . . , Sn

x
) (чорнi

стрiлки).

для опису фазових переходiв у системах з багатокомпонентним пара-
метром порядку (її також називають n-векторною моделлю Стенлi
чи, при n = 3, класичною моделлю Гайзенберґа) [26].

Сучасна теорiя критичних явищ значною мiрою зформована зав-
дяки методу ренормалiзацiйної групи (РГ) [10], застосування якого
базується на iдеї масштабної iнварiантностi в околi критичної точки,
де поведiнка системи визначається лише кореляцiйною довжиною.
Кiлькiсний опис критичних явищ з високою точнiстю здiйснюється
в рамках теоретико-польової РГ, коли статистична сума Z записує-
ться у виглядi функцiонального iнтегралу з вiдповiдним ефективним
гамiльтонiаном [10]. У такому формулюваннi унiверсальнi критичнi
властивостi фiзичної системи отримуються з довгохвильової поведiн-

ICMP–23–04U 5

ки теоретико-польових гамiльтонiанiв. Зокрема спiновому гамiльто-
нiану (2.1), вiдповiдатиме ефективний гамiльтонiан теорiї φ4 :1

Heff=

∫

ddx

{

1

2
[τ |~φ|2+|∇~φ|2]+

u0
4!

|~φ|4
}

, (2.3)

де ~φ(x) – n-компонентне векторне поле, τ ∼ |T−Tc| визначає вiдстань
до критичної точки, а u0 > 0 – неперенормована константа зв’язку.

Для усунення характерних розбiжностей теорiї поля (т.з. уль-
трафiолетових розбiжностей) [10,27] використовують рiзнi схеми пе-
ренормування – ренормалiзацiйно-груповi перетворення. Змiна кон-
станти зв’язку при цьому описується рiвнянням

du

d ln ℓ

∣

∣

∣

∣

u0,τ

= β(u) , (2.4)

де ℓ – параметр РГ потоку, який може служити мiрою вiдстанi до
критичної точки Tc (T → Tc вiдповiдає ℓ→ 0). β-функцiї, що стоять
у правiй частинi рiвняння дають iнформацiю про нерухомi точки u∗

(НТ) РГ перетвореня, що вiдповiдають ефективному гамiльтонiану
(2.3):

β(u∗) = 0 . (2.5)

Якщо iснує стiйка НТ, яка при цьому є досяжною з початкових умов,
заданих ефективним гамiльтонiаном (2.3), то вона вiдповiдає наявно-
стi критичної точки в системi. Якщо такої НТ немає, то це свiдчить
про вiдсутнiсть неперевного фазового переходу. НТ u∗ є стiйкою,
якщо

∂β(u)

∂u

∣

∣

∣

∣

u=u∗

> 0. (2.6)

Для ефективного гамiльтонiану (2.3) iснують двi НТ:

(i) гаусова G (u∗ = 0), яка для d ≥ 4 є стiйкою i приводить до зна-
чень критичних показникiв, передбачених теорiєю середнього
поля;

(ii) НТ Вiльсона-Фiшера (надалi, розглядаючи системи з домiшка-
ми, ми називатимемо цю НТ “чиста” – pure) P (u∗ 6= 0), яка є
стiйкою для d < 4, [28].

1Такий ефективний гамiльтонiан можна отримати з мiкроскопiчного гамiль-
тонiану (2.1) за допомогою перетворення Стратоновича-Габарда, див. напри-
клад [27].
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Значення duc = 4, вище якого стiйкою є гаусова НТ i спреве-
длива середньо-польова поведiнка, називається верхньою критичною
вимiрнiстю, див. однак [29]. Для тривимiрних d = 3 систем НТ P зi
змiною кiлькостi компонент n параметру порядку описує такi кла-
си унiверсальностi як модель Iзiнга (n = 1), XY-модель (n = 2),
модель Гайзенберґа (n = 3), сферична модель (n = ∞), детальнi-
ше див. [10, 23] Значення константи зв’язку u∗ у нерухомiй точцi
P дозволяє розрахувати критичнi показники для тривимiрного n-
компонентного магнетика з короткосяжною взаємодiєю, пiдставив-
ши u∗ у так званi вiльсонiвськi РГ функцiї γ якi описують пере-
нормування поля та вiдстанi до критичної точки. Оскiльки i β- i
γ-функцiї отриманi за допомогою теорiї збурень, одним з способiв
отримати i нерухому точку, i критичнi показники є їх пошук у вигля-
дi ряду за вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi ǫ = 4 − d.
Нещодавно вiдповiднi результати були отриманi у шостому [30] та
сьомому (!) [31] порядках теорiї збурень. Приведемо два перших не-
тривiальних члени ǫ-розкладу для критичного показника кореляцiй-
ної довжини:

νP =
1

2
+

(n+ 2)ǫ

4(n+ 8)
+

(n+ 2)(n+ 3)(n+ 20)ǫ2

8(n+ 8)3
+ . . . . (2.7)

Ряди теорiї збурень, такi як розклад за константою звязку чи ǫ-
розклад мають нульовий радiус збiжностi, для деяких рядiв доведена
їх асимптотична природа [10]. Тому для отримання чисельних оцiнок
на їх основi були розвинутi рiзнi методи пересумовування [7, 32, 33].

Отриманий вираз для критичного показника кореляцiйної дов-
жини (2.7) свiдчить про те, що критична поведiнка моделi (2.3) не-
тривiальним чином залежить вiд вимiрностi простору d та кiлькостi
компонент параметру порядку n. В наступному пiдроздiлi, модифi-
кувавши спiновий гамiльтонiан (2.1), ми розглядемо ще один чинник,
який може змiнювати унiверсальнi характеристики критичної пове-
дiнки.

2.2. Далекосяжна взаємодiя

У цьому пiдроздiлi ми знов розглядаємо магнетик, який моделювати-
мемо регулярною d-вимiрною ґраткою, Рис. 1. Спiновий гамiльтонiан
буде мати попереднiй вигляд (2.1), однак тепер розглядемо випадок,
коли взаємодiя J(x) степенево згасає з вiдстаню x:

J(x) ∼ 1

xd+σ
, x→ ∞ . (2.8)
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Таку взаємодiю називатимемо далекосяжною. Як згадувалося у всту-
пi, системи з далекосяжною взаємодiєю можна подiлити на двi гру-
пи: системи iз сильною далекосяжною взаємодiєю, коли −d ≤ σ ≤ 0
(неадитивнi) та тi, в яких параметр взаємодiї є додатнiм σ > 0 – си-
стеми зi слабкою далекосяжною взаємодiєю. Саме останнi й розгля-
даються у цiй роботi. Як побачимо iз результатiв дослiджень приве-
дених нижче, вплив такої взаємодiї буде домiнуючим при 0 < σ ≤ σ∗,
де σ∗ – порогове значення, i критична поведiнка моделi (2.1) з (2.8)
визначатиметься тепер трiйкою параметрiв: вимiрнiстю простору d,
кiлькiстю компонент параметру порядку n та параметром σ, який
описує характер згасання взаємодiї. Залежно вiд значень цих пара-
метрiв, може вiдбуватися низькотемпературне впорядкування, яке
належить до нового далекосяжного (long-range – LR) класу унiвер-
сальностi, вiдмiнного вiд корокосяжного (short-range – SR) випадку,
розглянутого в попередньому пiдроздiлi. Зокрема для тривимiрної
d = 3 сферичної моделi, коли n = ∞ [34], критична поведiнка для
σ > 2 визначається критичними показниками короткосяжного ана-
лога, у той час як для σ < 2 можливi два режими, залежно вiд
значення показника взаємодiї σ: (i) середньо-польова поведiнка та
(ii) σ-залежнi критичнi показники. Бiльш того, встановлено, що у
одновимiрнiй d = 1 моделi Iзiнга (n = 1) з далекосяжною взаємодi-
єю (2.8) при ненульовiй температурi вiдбувається фазовий перехiд у
фазу далекосяжного впорядкування [35].

У теоретико-польовому представленi критичнi властивостi n-век-
торної моделi (2.1) з далекосяжною степенево-згасною взаємодiєю
(2.8) описуються таким ефективним гамiльтонiаном [21]:

Heff =

∫

ddx

{

1

2
[τ |~φ|2 + a|∇~φ|2 + b|∇σ/2~φ|2] +

u0
4!

|~φ|4
}

, (2.9)

де позначення такi ж як у (2.3) а вiдмiннiстю є ще один оператор,

дiя якого в iмпульсному просторi така: ∇σ/2ei
~k~x = −|k|σ/2ei~k~x, a i b

– додатнi параметри.
Аналiз довгохвильових властивостей ефективного гамiльтонiану

(2.9) методами теоретико-польової РГ, показав наступне [21]:

• (i) для параметра згасання взаємодiї, що перевищує деяке гра-
ничне значення σ > σ∗ критичнi властивостi описуються тео-
рiєю з b = 0. В цьому випадку клас унiверсальностi спiвпадає
з класом унiверсальностi моделi з короткосяжною взаємодiєю
(2.3), що визначається звичайною НТ Вiльсона-Фiшера. Надалi
позначатимемо його як SR – short-range;
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• для σ < σ∗ критичнi властивостi систем з далекосяжною взає-
модiєю описуються теорiєю з a = 0. У цьому випадку спостерi-
гаються два класи унiверсальностi:

(ii) для σ < d/2 стiйкою є далекосяжка гаусова НТ GLR (u∗ = 0)
i унiверсальна поведiнка описується середньо-польовими кри-
тичними показниками (крiм критичних показникiв кореляцiй-
ної довжини та парної кореляцiйної функцiї, якi дорiвнюють
ν = 1/σ i η = 2− σ, вiдповiдно). Верхня критична вимiрнiсть у
цьому випадку duc = 2σ, при σ = 2 вона спiвпадає з традицiй-
ною duc = 4;

(iii) для d/2 < σ < σ∗ стiйкою є далекосяжна НТ Вiльсона-
Фiшера PLR (u∗ 6= 0) i критичнi показники залежать вiд σ. В
цiй дiлянцi параметрiв критичнi показники n-векторної спiно-
вої моделi не вiдповiдають нi моделi з короткосяжною взаємо-
дiєю, нi середньо-польовiй моделi [8, 9, 20, 21] – спостерiгається
новий нетривiальний LR клас унiверсальностi.

Значення параметру σ∗, яке визначає границю мiж LR та SR
класами унiверсальностi визначається критичним показником пар-
ної кореляцiйної функцiї системи з короткосяжною взаємодiєю: σ∗ =
2 − ηSR [8, 21, 36, 37]. Розрахунок критичних показникiв у цьому ви-
падку проводиться у виглядi ряду за вiдхиленнями вiд нової верхньої
критичної вимiрностi ǫ′ = 2σ−d. Зокрема, критичний показник ν вi-
домий у третьому порядку теорiї збурень [38] (ми подаємо тiльки два
першi нетривiальнi члени розкладу):

νLR =
1

σ
+

(n+ 2)ǫ′

(n+ 8)σ2
+

(n+ 2)[(n+ 2)(n+ 8) + (7n+ 20)σDσ]ǫ′
2

(n+ 8)3σ3
+. . . .

(2.10)
Тут Dσ = ψ(σ) − 2ψ (σ/2) + ψ(1) i ψ(x) = Γ(x)/Γ′(x) – дигамма-
функцiї.

Порiвнюючи вирази (2.7) та (2.10) бачимо, як засяг взаємодiї,
поряд iз вимiрнiстю простору та параметра порядку, може чинити
вплив на унiверсальнi характеристики фазового переходу. Ще одним
чинником, що може змiнювати клас унiверсальностi, є структурний
безлад. З його впливом ознайомимося в наступному пiдроздiлi.

2.3. Структурний безлад

Структурний безлад часто моделюється введеням випадкових змiн-
них у гамiльтонiани взаємодiї. В залежностi вiд задачi, змiннi, якi
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Рис. 2. Структурно-невпорядкована двовимiрна (d = 2) ґратка
(розведення). Червонi диски зображають вузли x ґратки з n-
компонентними спiнами ~Sx = (S1

x
, . . . , Sn

x
) (чорнi стрiлки), а сiрi –

вузли, якi мiстять немагнiтнi домiшки.

описують домiшки або дефекти структури, вважаються такими, що
перебувають у рiвновазi з системою (вiдпалений – annealed – безлад),
або, коли їхнi часи релаксацiї перевищують час спостережень, зафi-
ксованими у певнiй конфiгурацiї (заморожений – quenched – безлад)
[39]. У цiй роботi розглядаються змiни критичної поведiнки, викли-
канi замороженим безладом. Сильний безлад може iстотно змiнити
критичну поведiнку магнетика, привiвши, наприклад до вiдсутностi
феромагнiтного впорядкування за скiнчених температур. Cлабкий
безлад менш кардинальний, зокрема вiн може й не руйнувати низь-
котемпературний феромагнiтний основний стан [23]. Тому розгляне-
мо випадок слабкого замороженого безладу у виглядi розведення мо-
делi (2.1) точковими нескорельованими замороженими немагнiтними
домiшками (див. Рис. 2). Вплив такого безладу на фазовий перехiд
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у магнето-впорядкований стан визначається критерiєм Гарiса [40]:
якщо критичний показники теплоємностi “чистої” (без домiшок) си-
стеми є додатнiм αP > 0, тобто теплоємнiсть (C ∼ |T − Tc|−αP ) роз-
бiгається у критичнiй точцi, то структурний безлад змiнює критичнi
показник та призводить до нового класу унiверсальностi магнiтного
фазового переходу. Вiдповiдно, безлад є несуттєвим, тобто не змiнює
класу унiверсальностi магнiтного фазового переходу якщо αP < 0.

Спiновий гамiльтонiан (2.1) у цьому випадку запишеться як:

H = −
∑

x,x′

J(|x− x
′|)cxcx′

~Sx

~Sx
′ (2.11)

де J(|x−x
′|) задається (2.2), а числа заповнення cx = 1, якщо вузол

x є зайнятим спiном та cx = 0, якщо вузол x зайнятий немагнiтною
домiшкою. При цьому вважається, що концентрацiя домiшок наба-
гато менша вiд концентрацiї магнiтної складової.

Теоретико-польове представлення для замороженого безладу має
свою особливiсть. Зокрема, у системi присутнi випадковi конфiгура-
цiї заморожених “дефектiв” ґратки i щоб отримати вiльну енергiю
F для замороженої системи, потрiбно усереднювати логарифм кон-
фiгурацiйно залежної статистичної суми Zconf за всiма можливими
випадковими конфiгурацiями, що є нетривiальною задачею. Обiйти
усереднення логарифма можна, використовуючи метод реплiк [41].

F = lnZconf = lim
m→0

Zm
conf − 1

m
. (2.12)

При цьому задача зводиться до обчислення середнього вiд m копiй
або реплiк системи. Властивостi оригiнальної системи вiдтворюю-
ться в границi m→ 0. У теоретико-польовому описi це приводить до
модифiкацiї симетрiї параметру порядку i ефективний гамiльтонiан
мiстить двi константами зв’язку з рiзними симетрiями:

Heff=

∫

ddx







1

2

m
∑

α=1

[τ |~φα|2+|∇~φα|2]+
u0
4!

m
∑

α=1

|~φα|4+
v0
4!

(

m
∑

α=1

(~φα)2

)2






,

(2.13)
де ~φα(~x) = {φα1 (~x), . . . , φαn(~x)} – це m разiв реплiкований n-компо-
нентний параметр порядку; пiдсумовування за грецькими iндексами
вiдповiдає рiзним реплiкам; коефiцiєнти при доданках φ4 рiзної си-
метрiї u0 > 0 та v0 < 0 – це неперенормованi константи зв’язку.

Ефективний гамiльтонiан (2.13) описуває вплив домiшок на кри-
тичну поведiнку магнетика. Вiн вiдрiзняється вiд ефективного га-
мiльтонiану “чистої” моделi (2.3) тим, що має двi константи зв’язку.
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Тому рiвняння РГ потоку (2.4) тепер перепишеться як система двох
диференцiйних рiвнянь, що вiдповiдно мiстять двi β-функцiї i НТ
знаходяться як розв’язок системи рiвнянь:

βu(u∗, v∗) = 0,

βv(u∗, v∗) = 0. (2.14)

Умова стiйкостi нерухомих точок (2.14) узагальнюєтьcя за допомо-
гою матрицi стiйкостi:

Bij =
∂βui

∂uj
. (2.15)

НТ буде стiйкою, якщо усi власнi значення λi матрицi стiйкостi
(2.15), якi порахованi у цiй точцi, мають додатнi дiйснi частини.

Структура β-функцiй для cтруктурно-невпорядкованого магне-
тика свiдчить про те, що в параметричному просторi (u, v) iсну-
ють чотири нерухомi точки (u∗, v∗) [42], див. Рис. 3. Фiзичними є

Рис. 3. Чотири НТ, що вiдповiдають з точнiстю до числових значень
їх координат моделям (2.13) i (3.1) для випадку d = 3: (i) гаусова
G; (ii) нефiзична U ; (iii) чиста P ; (iv) зумовлена безладом (випадко-
ва – random) R. Жовтими квадратами позначено стiйкi НТ, синiми
кружками – нестiйкi, червонi пунктирнi лiнiї зображають РГ пото-
ки. Як видно з рисунка, стiйкiсть P та R змiнюється при переходi
через граничну вимiрнiсть nc: (a) при n < nc R є стiйкою, а P – не-
стiйка; (b) при n > nc P є стiйкою, а R – нестiйка. Нефiзична НТ U
стiйка завжди при ǫ > 0, однак недосяжна з початкових умов u > 0
та v < 0.
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тi НТ, якi вiдповiдають початковим умовам ефективного гамiльто-
нiану (2.13) u > 0 та v < 0. Для тривимiрної системи у реплiчнiй
границi (d = 3, m = 0) це:

(i) гаусова G (u∗ = 0, v∗ = 0) – завжди нестiйка при d < 4;

(ii) нефiзична U (u∗ = 0, v∗ 6= 0) – стiйка, але недосяжна з фiзи-
чних початкових умов u > 0 та v < 0, заданих (2.13);

(iii) чиста (система без домiшок – pure) P (u∗ 6= 0 та v∗ = 0) – стiй-
кiйсть залежить вiд значення кiлькостi компонент параметра
порядку n (стiйка для n > nSR

c (d));

(iv) випадкова (зумовлена безладом – random) R (u∗ 6= 0 та v∗ 6= 0)
– стiйкiйсть залежить вiд значення кiлькостi компонент пара-
метра порядку n (стiйка для n < nSR

c (d)).

Одразу бачимо цiкаву особливiсть, спричинену присутнiстю слаб-
кого структурного безладу: стiйкiсть двох НТ (чистої P та випадко-
вої R), якi визначають критичну поведiнку моделi при ǫ > 0, за-
лежить вiд кiлькостi компонент n параметру порядку. Вираз для
критичного показника обчисленого у точцi P у формi ǫ-розкладу
спiвпадає з (2.7), у той час як для точки R результат буде таким:

νR =
1

2
+

3nǫ

32(n− 1)
+
n(127n2 − 572n− 32)ǫ2

(16(n− 1))
3 +. . . , n 6= 1 . (2.16)

У вступi згадувалось про вимiрностi параметра порядку при яких
система може змiнювати клас унiверсальностi – так званi граничнi
чи марґiнальнi (marginal) вимiрностi. Для розведеного магнетика з
короткосяжною взаємодiєю гранична вимiрнiсть nc залежить лише
вiд вимiрностi простору nc ≡ nSR

c (d) i контролює два рiзнi критичнi
режими. При n > nc критичнi показники моделi (2.13) будуть такi
ж як для “чистої” моделi (2.3), iншими словами, критичнi показни-
ки “чистої” моделi не змiнюються при впровадженнi структурного
безладу. В наступному роздiлi, див. Рис. 4, цей клас унiверсально-
стi позначатимемо як SR – short-range. Iнший режим спостерiгається
при коли n < nSR

c : безлад впливає на критичну поведiнку i критичнi
показники набувають нових значень (клас унiверсальностi, зумовле-
ний структурним безладом i позначений на Рис. 4 як RSR – random
short-range). Бiльш того, значення nSR

c (d = 3) = 1.912, тобто мен-
ше нiж 2, що означає, що при цiлих n новий клас унiверсальностi
для тривимiрного випадку спостерiгається тiльки у випадку моделi
Iзiнга (d = 3, n = 1): див. панель (a) на Рис. 4.
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Рис. 4. (a): Класи унiверсальностi структурно-невпорядкованого ма-
гнетика iз далекосяжною взаємодiєю у параметричному просторi
σ − n для d = 3. Гранична вимiрнiсть параметру порядку nLR

c (σ, 3)
для d = 3 вiддiляє клас унiверсальностi “чистої” моделi з далек-
осяжною взаємодiєю (LR), вiд класу унiверсальностi, зумовленого
структурним безладом (RLR). Синя пунктирна лiнiя: пересумован-
ня з використанням апроксимацiї Паде[1/1], чорна суцiльна лiнiя:
пересумовування методом Паде-Бореля. Середньо-польова (MF) по-
ведiнка спостерiгається для σ < d/2 = 1.5. Точками позначено ре-
зультати методу непертурбативної РГ [8]. При при σ > σ∗ = 2 − ηSR

реалiзується поведiнка моделi з короткосяжною взаємодiю: при n >
nSR
c (3) = 1.912 – клас унiверсальностi “чистої” моделi (SR) та при
n < nSR

c (3) – клас унiверсальностi, зумовлений структурним безла-
дом (RSR) [23].
(b): Показник кореляцiйної довжини ν для d = n = 3 як функцiя
σ. Зi змiною σ вiдбувається перехiд (кросовер) мiж рiзними класами
унiверсальнотсi: MF (σ < d/2), RLR (d/2 < σ < σ̂ = 1.6127), LR
(σ̂ < σ < σ∗ = 2 − ηSR), SR (σ > σ∗).

Cитуацiя, коли при певному значеннi вимiрностi параметра по-
рядку n структурний безлад не впливає на критичну поведiнку i
коли вiн є суттєвим при iншому значеннi n вiдповiдає згаданому
вище критерiю Гарiса. Таким чином критерiй Гарiса дозволяє про-
гнозувати змiни у класi унiверсальностi “чистої” системи при дода-
ваннi структурного безладу без явного розрахунку РГ функцiй для
розведеної моделi. I справдi, структурний безлад змiнює клас унiвер-
сальностi лише тодi, коли теплоємнiсть “чистої” системи розбiгається
(αp > 0). Тодi можна використати умову αp = 0 та спiввiдношення
гiперскейлiнґу αp = 2− dνp (де νp – показник кореляцiйної довжини
“чистої” моделi) як рiвняння для визначення параметрiв (d, n), що
розрiзнятимуть рiзнi класи унiверсальностi.
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У тривимiрому (d = 3) просторi клас унiверсальностi виклика-
ний безладом реалiзується тiльки для одновiсних магнеткiв (модель
Iзiнга n = 1), але у цьому випадку ми не можемо скористатись ви-
разом (2.16) для числової оцiнки. Присутнiсть степенiв (n − 1)−1 є
наслiдком виродження системи рiвнянь на нерухому точку у пер-
шому порядку теорiї збурень. У цьому випадку був розроблений
метод

√
ǫ-розкладу [43]. В рамках цього розкладу першi доданки

ряду для критичного показника кореляцiйної довжини структурно-
невпорядкованої моделi Iзiнга мають вигляд

νR =
1

2
+

√
318

212

√
ǫ+ . . . , n = 1 . (2.17)

Збiжнiсть
√
ǫ-розкладу ще гiрша, нiж у ǫ-розкладу [44]. Тому на пра-

ктицi для цього випадку використовуть пiдхiд перенормування при
фiксованiй вимiрностi простору [45]. Вiдповiдно, методи пересумо-
вування застосовують безпосередньо до β-функцiй при фiсованому
d, ров’язують рiвняння на нерухому точку чисельно, а знайдений
розв’язок пiдставлять у (пересумованi) γ-функцiї для знаходження
критичних показникiв [33, 42].

У цьому роздiлi ми коротко зупинились на змiнах у критичнiй по-
ведiнцi магнетика, якi можуть викликатися слабкою далекосяжною
взаємодiєю (пiдроздiл 2.2) чи слабким структурним безладом (пiд-
роздiл 2.3). Природно виникає запитання: яких змiн слiд чекати, ко-
ли цi два чинники присутнi разом? Пошуку вiдповiдi на це запитання
присвячений наступний роздiл.

3. Спiльний вплив структурної невпорядкованостi

та далекосяжної взаємодiї

Спiновий гамiльтонiан для розведеного магнетика з далекосяжною
взаємодiєю має вигляд (2.11), однак тепер характер взаємодiї зада-
ється формулою (2.8). Одразу обумовимось, що, подiбно як у пiд-
роздiлi 2.2, ми розглядатимемо випадок слабкої далекосяжної вза-
ємодiї, коли значення параметру згасання взаємодiї знаходиться в
областi d/2 < σ < 2 − ηSR, де ηSR – показник парної кореляцiй-
ної функцiї моделi з короткосяжною взаємодiєю (див. пiдроздiл 2.2).
Як i в попереднiх пiдроздiлах, пiсля усереднення за конфiгурацiя-
ми з допомогою методу реплiк можна отримати ефективний гамiль-
тонiан структурно-невпорядкованого магнетика (2.11) iз взаємодiєю
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(2.8) [46]:

Heff=

∫

ddx







1

2
[τ |~φα|2+|∇σ/2~φα|2]+

u0
4!

m
∑

α=1

|~φα|4+
v0
4!

(

m
∑

α=1

(~φα)2

)2






.

(3.1)
Тут усi позначення є такими ж як у (2.9) та (2.13). Оскiльки нас
цiкавитиме тiльки випадок σ < 2−ηSR ми не враховуємо член |∇~φα|2,
що вiдповiдає a = 0 у (2.9).

Використовуючи РГ функцiї отриманi для чистої i кубiчної мо-
делей iз далеклсяжною взаємодiєю у трипетлевому наближеннi [38]
та розрахованi у цьому ж наближеннi тензорнi множники для ко-
роткосяжної mn-моделi [47], ми отримали ренормгруповi функцiї,
що вiдповiдають теорiї (3.1) у трипетлевому наближеннi для довiль-
них значень n та m [48]. У параметричному просторi констант зв’яз-
ку (u, v) структура нерухомих точок для ефективного гамiльтонiану
(3.1) при m = 0 є подiбною до нерухомих точок ефективного гамiль-
тонiану (2.13). Зокрема iснують чотири нерухомi точки (u∗, v∗), якi
залежать вiд значень ǫ′ = 2σ−d та кiлькостi компонент n параметру
порядку [46, 49], див. також Рис. 3:

(i) далекосяжна гаусова GLR (u∗ = 0, v∗ = 0) – завжди нестiйка
при ǫ′ > 0 тобто для d < 2σ;

(ii) далекосяжна нефiзична ULR (u∗ = 0, v∗ 6= 0) – стiйка при ǫ′ > 0,
однак недосяжна за вiдповiдних початкових умов;

(iii) далекосяжна “чиста” PLR (u∗ 6= 0, v∗ = 0) – стiйка при ǫ′ > 0
та n > nLR

c (σ, d);

(iv) далекосяжна випадкова RLR (u∗ 6= 0, v∗ 6= 0) – стiйка при ǫ′ > 0
та n < nLR

c (σ, d).

Подiбно як i для розведеного магнетика з короткосяжною взаємо-
дiєю (пiдроздiл 2.3), стiйкiсть чистої та випадкової нерухомих точок
PLR та RLR залежить вiд значення вимiрностi параметру порядку n:
гранична вимiрнiсть nLR

c (σ, d) роздiляє два критичнi режими. При
n > nLR

c (σ, d) стiйкою є PLR i критичнi показники моделi (3.1) будуть
такi ж як i для “чистої далекосяжної” моделi (2.9) у пiдроздiлi 2.2.
У цьому випадку структурний безлад не змiнює критичну поведiнку
моделi (2.9) i вiдповiдний клас унiверсальностi позначений на рис. 4
як LR. Однак при n < nLR

c (σ, d) стiйкою є RLR – структурний безлад
змiнює критичнi показники i вони вiдрiзняються вiд значень“чистої
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далекосяжної” моделi (2.9). Iншими словами, ми маємо новий “дале-
косяжний” клас унiверсальностi зумовлений структурним безладом.
На Рис. 4 цей клас унiверсальностi позначений як RLR.

Для розглянутого у пiдроздiлi 2.3 тривимiрного розведеного ма-
гнетика з короткосяжною взаємодiєю новий клас унiверсальностi ре-
алiзується тiльки у випадку моделi Iзiнга (n = 1). На Рис. 4(a) цей
клас унiверсальиостi позначений як RSR – random short-range. Для
розведеного магнетика з далекосяжною взаємодiєю ситуацiя цiкавi-
ша. Якщо знову ж таки скористатись критерiєм Гарiса, використо-
вуючи умову αp(d, n, σ) = 0, то можна знайти граничне значення
параметру порядку nc = nLR

c (d, σ), що вiддiляє рiзнi класи унiвер-
сальностi. Так використовуючи трипетлевi результати для крити-
чних показникiв чистої n-векторної моделi з далекосяжною взаємо-
дiєю [38], ми отримали вираз для граничної вимiрностi параметра
порядку nLR

c (d, σ) у виглядi ряду за ǫ′ [50]. Оцiнки для тривимiрних
i двовимiрних систем були отриманi за допомогою пересумовування
з використанням апроксимант Паде та методом Паде-Бореля (для
деталей див. опис в [50]). Результати для випадку d = 3 представ-
лено на Рис. 4(a) синьою пунктирною лiнiєю (Паде-апроксиманти)
та чорною суцiльно лiнiєю (метод Паде-Бореля). Синiми точками на
графiку показанi iнтерпольованi данi ще одного варiанту теоретико-
польового пiдходу, а саме непертурбативної РГ [8]. Вище кривої (n >
nLR
c ) реалiзується “далекосяжний” клас унiверсальностi LR i крити-

чнi показники розведеної моделi з далекосяжною взаємодiєю спiв-
падають з “чистою далекосяжною” моделлю – структурний безлад
не впливає на критичну поведiнку. Однак нижче кривої nc(d = 3, σ)
(n < nLR

c ) безлад змiнює критичнi показники “чистої далекосяжної”
моделi i реалiзується новий клас унiверсальностi, зумовлений стру-
ктурним безладом, random long-range – DLR. Для розведеної моделi
з короткосяжною взаємодiєю при цiлих значеннях n тiльки модель
Iзiнга (n = 1) належить до класу унiверсальностi, зумовленого безла-
дом: на Рис. 4 класи унiверсальностi RSR та SR роздiленi граничною
вимiрнiстю nSR

c = 1.912. На вiдмiну вiд цього, у випадку розведеної
моделi з далекосяжною взаємодiєю до нового “далекосяжного” класу
унiверсальностi для рiзних значень контролюючого параметру взає-
модiї σ можуть належати модель Iзiнга (n = 1), XY-модель (n = 2)
та модель Гайзенберґа (n = 3).

Обчисливши значення РГ γ-функцiй у стiйкiй нерухомiй точцi
RLR ми отримали вираз для критичного показника ν структурно-
невпорядкованого магнетика iз далекосяжною взаємодiєю у виглядi
ряду за ǫ′ до порядку ǫ′3 включно. Тут приводимо результат для
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n = 3:

νRLR =
1

σ
+

9ǫ′

16σ2
+

3(515Dσσ + 432)ǫ′2

4096σ3
+Eσǫ′3+ . . . , n = 3 , (3.2)

де

Eσ =
3

524288σ3

(

(

169991D2
σσ+74160Dσ+206π2σ

)

−1236σψ(1)(σ)

+
3526σΓ

(

−σ
2

)

Γ
(

σ
2+1

)3 (
π2−6ψ(1)

(

σ
2

))

Γ(σ)
+

72960Γ
(

−σ
2

)

Γ(σ+1)2

Γ
(

3σ
2

)

σ

+
31104

σ

)

, (3.3)

а Γ(x) i ψ(1)(x) гамма-функцiя i перша похiдна дигамма-функцiї,
вiдповiдно.

Зазначимо, що при n = 1 в реплiчнiй границi m = 0, спостерi-
гається така ж ситуацiя як в розведенiй моделi з короткосяжною
взаємодiєю: система рiвнянь на нерухому точку вироджена у першо-
му порядку теорiї збурень. У цьому випадку ми скористались

√
ǫ′-

розкладом i отримали такий вираз:

νRLR =
1

σ
−

√
ǫ′

3σ2
√
Dσ

+
(2 + Dσ(5 − 12Gσ)σ)ǫ′

18Dσσ3
+ . . . , n = 1 , (3.4)

де

Gσ=
1

432D2
σ

(

25π2 − 918D2
σ + 336ψ(1)

(σ

2

)

− 486ψ(1) (σ) + 336J0

− Γ
(

−σ
2

)

Γ (σ)

(

752Γ (σ)
3

Γ
(

3σ
2

) +17Γ
(

1+
σ

2

)3 (

π2−6ψ(1)
(σ

2

))

))

, (3.5)

Dσ виражається через дигамма функцiї, див. (2.10), а J0 [38]:

J0 =
1

Γ(σ2 )2

∑

j≥1

Γ(j+σ)Γ(j+σ
2 )2

j(j!)Γ(2j+σ)

[

2ψ(j+1)−ψ(j)−2ψ
(

j+
σ

2

)

− ψ (j+σ) + 2ψ (2j+σ)] . (3.6)

На Рис. 4 (b) зображена залежнiсть критичного показника ко-
реляцiйної довжини тривимiрного гайзенбергiвського d=n=3 струк-
турно-невпорядкованого магнетика вiд параметра згасання взаємодiї
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σ. Для отримання чисельних оцiнок виразу (3.2) ми застосували двi
технiки пересумовування: апроксимацiю Паде [2/1] (синя пунктир-
на лiнiя на Рис. 4) та метод Паде-Бореля з апроксимантою Паде
[2/1] (чорна суцiльна лiнiя). Прослiдкуємо за поведiнкою показни-
ка кореляцiйної довжини ν(σ, d) зi змiною контролюючого параме-
тру згасання взаємодiї σ при d = 3. Для σ < d/2 спостерiгається
середньо-польова поведiнка з показником ν = 1/σ (дiлянка MF на
рисунку). Для σ > d/2 реалiзується “далекосяжний” клас унiверсаль-
ностi, який зумовлений наявнiстю структурного безладу (RLR). Пе-
реходячи через граничну вимiрнiсть σ̂ ≈ 1.61, критичний показник
кореляцiйної довжини ν(σ, d) для розведеної моделi з далекосяжною
взаємодiєю спiвпадає з критичним показником для “чистої” моделi з
далекосяжною взаємодiєю (LR) [38]. Далi зi збiльшенням значення σ
при σ∗ = 2−ηSR реалiзується “короткосяжний” клас унiверсальностi
з критичними показниками, як у моделi з короткосяжною взаємодi-
єю (2.3) з пiдроздiлу 2.1.

4. Висновки

Великi класи, на перший погляд рiзних за своєю мiкроскопiчною
природою систем, можуть мати однаковi термодинамiчнi та стру-
ктурнi характеристики в околi критичної точки, що описуються унi-
версальними степеневими законами. Такi системи об’єднують у т.з.
класи унiверсальностi. Їх формування визначається такими глобаль-
ними характеристиками як тип взаємодiї, вимiрнiсть простору, симе-
трiя та кiлькiсть компонент параметру порядку. Тому цiкаво дослi-
дити як взаємний вплив цих характеристик може позначитись на
критичних особливостях системи. Зокрема, у цiй роботi ми дослiди-
ли як може змiнюватися критична поведiнка багаточастинкової си-
стеми, коли конкурують два фактори, а саме далекосяжна взаємодiя
та структурний безлад. З цiєю метою ми розглянули систему взаємо-
дiючих n-компонентних класичних спiнiв та як метод дослiдження
використали пiдхiд теоретико-польової ренормалiзацiйної групи. В
результатi, ми прослiдкували як на критичну поведiнку n-векторної
моделi впливає така взаємна гра глобальних характеристик. Зокре-
ма, далекосяжна взаємодiя зумовлює “далекосяжний” клас унiвер-
сальностi, з критичними показниками вiдмiнним вiд моделi з коро-
ткосяжною взаємодiєю, у той час як структурний безлад зумовлює
появу нового “випадкового” класу унiверсальностi. Таку змiну ми
простежили, змiнюючи кiлькiсть компонент параметру порядку n
та параметр згасання взаємодiї σ. В нашiй роботi продемонстровано,
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що iснує така дiлянка параметрiв n, σ коли далекосяжна взаємодiя i
структурний безлад приводять до синергетичного ефекту i появи но-
вого, “випадкового далекосяжного” (random long-range, RLR на Рис.
4) класу унiверсальностi. Зображена на Рис. 4(a) фазова дiаграма
свiдчить про рiзноманiтнiсть типiв критичної поведiнки структурно-
невпорядкованого магнетика iз далекосяжною взаємодiєю: залежно
вiд кiлькостi компонент параметра порядку та параметра згасання
взаємодiї, тривiмирний магнетик може належати до п’яти (!) рiзних
класiв унiверсальностi.

Для кiлькiсного опису критичної поведiнки в новому класi унi-
версальностi, ми отримали вирази для граничної вимiрностi [50] та
критичного показника кореляцiйної довжини. Формули (3.2), (3.4)
отриманi в найвищому на сьогоднi, третьому порядку теорiї збурень
для такої задачi. Для їх чисельної оцiнки ми застосували рiзнi спосо-
би аналiзу асимтотичних рядiв. Один iз отриманих результатiв для
моделi Гайзенберґа приведений на Рис. 4(b). Детальний виклад ана-
лiтичних розрахункiв та чисельного аналiзу буде предметом окремої
публiкацiї [48].

Ми вдячнi колегам з лабораторiї статистичноґї фiзики складних
систем IФКС НАН України за дружнi обговорення представлених
тут результатiв. Ця робота виконувалась за пiдтримки проекту КП-
КВК 6541030 НАН України “Емерджентнiсть у м’якiй речовинi” (МД,
ДШ, ЮГ), гранту вiд U.S. Department of Energy (DOE), Office of Sci-
ence, Basic Energy Sciences, Materials Science and Engineering Division,
under Award No. DE-SC0013599 (Subaward No. UTAUS-SUB00000795)
(МД, ДШ) та UMR CNRS 7600 (ЮГ).
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