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Асиметричний частково-виключний процес iз вiдкритими
краями

Й.А. Гуменюк

Анотацiя. Розглянуто стохастичну ґраткову модель одновимiрного
переносу з асиметричними стрибками на сусiднi вузли, яка допускає
щонайбiльше двi частинки на вузол. У наближеннi середнього поля
проаналiзовано стацiонарнi стани для перiодичних та вiдкритих кра-
йових умов i результати порiвняно iз комп’ютерними моделювання-
ми монте-карло. Знайдено, що фазова дiаграма складається iз трьох
областей, а саме, фаз високої густини, низької густини i найбiльшого
потоку. Ще аналiзуються хвиля розрiдження i ударна хвиля профi-
лю густини, що розвиваються в необмеженому ланцюжку на великих
масштабах простору i часу.

Asymmetric partial exclusion process with open boundaries

Y.A. Humenyuk

Abstract. We consider a stochastic lattice model of one-dimensional
transport with asymmetric hops to neighbouring sites which admits
at most two particles per site. We analyse steady states for periodic
and open boundary conditions in the mean-field approximation and we
compare our results with Monte Carlo computer simulations. The phase
diagram is found to consist of three regions, namely, phases of high densi-
ty, low density, and maximal current. We also analyse the rarefaction and
shock density-profile waves which develop in the infinite chain on large
distance and time scales.
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1. Вступ

Процеси одновимiрного переносу зустрiчаються на рiзних масштабах
явищ — вiд дорожнього руху машин чи пiшоходiв до внутрiклiтинних
процесiв чи руху частинок через мембрани i вузькi канали. Мiжча-
стинкова взаємодiя тут доволi складна, а стани далекi вiд рiвноваги.
Тому ефективним засобом їх опису стають стохастичнi моделi.

Засадничою моделлю одновимiрного переносу є асиметричний
простий виключний процес (asymmetric simple exclusion process,
ASEP) [1–3]. Ця модель включає в себе основнi риси одновимiрного
переносу, а саме, асиметричнi стрибки частинок на сусiднi вузли з
умовою, що кожен вузол може вмiстити не бiльше однiєї частинки
(ця умова — так звана в’язь виключення). Незважаючи на простоту,
модель виявляє незвичайнi властивостi: нерiвноважнi фазовi пере-
ходи 2-го i 1-го роду в одному вимiрi, зумовленi умовами на краях;
стацiонарнi стани у формi ударної хвилi [4]; точний розв’язок для
стацiонарного стану вiдкритої системи [5, 6]. Простота моделi дала
пiзнiше змогу отримати тоншi характеристики, зокрема, флуктуацiї
iнтеґрованого потоку частинок, профiлю густини та функцiю вели-
ких вiдхилень i функцiонал вiльної енергiї [7, 8].

Цi успiхи стимулювали появу численних видозмiн та узагальнень.
Зокрема, це моделi з 3-вузловою (i бiльше) взаємодiєю [9–19], ча-
стинки iз внутрiшнiми ступенями вiльности [20, 21], дво- i кiлька-
сортнi сумiшi [22], системи з дефектами [23], моделi з просторово-
неоднорiдними iнтенсивностями стрибкiв [24–26], довгi частинки (що
займають одночасно два чи бiльше вузлiв одновимiрного ланцюж-
ка) [27–30], моделi iз адсорбцiєю та десорбцiєю [31–33] та iн. У всiх
наведених випадках динамiка частинок пiдпорядковується в’язi ви-
ключення. В’язь ця є також одним з вирiшальних факторiв при отри-
маннi точних результатiв у методi матричного добутку [1, 5, 34] та
пiдстановцi Бете [35–37].

У реальних ситуацiях (напр., у вузьких каналах) в’язь виключен-
ня може порушуватися тодi як перенос i далi залишається одновимiр-
ним. Модель, яка вiдповiдає послабленiй властивостi виключення,
допускає, що двi частиннки (чи бiльше) можуть одночасно займа-
ти той самий вузол. У лiтературi її називають частково-виключним
процесом (ЧВП) [38] (iншi назви — К-виключний процес [39–41],
узагальнено-виключний процес [42,43]). В’язь часткового виключен-
ня змiнює розв’язнiсть. На вiдмiну вiд повного виключення, стацiо-
нарний стан асиметричного частково-виключного процесу на кiль-
цi не має добуткової форми [44], а отже присутнi кореляцiї. Виня-
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тками в цьому вiдношеннi є мiзантропний процес [45, 46] та модель
”стрибай–штовхай” [47, 48], для яких додаткова умова на динамiку
забезпечує добутковий стацiонарний стан на кiльцi.

Крiм того, процес iз частковим виключенням вже не є ґрадiєн-
тним [42] (тобто, для частинок iз симетричними стрибками локаль-
ний мiкроскопiчний потiк вздовж зв’язка не зображається у виглядi
дискретного ґрадiєнта вiд функцiї густини). Тим не менше, гiдроди-
намiчна границя для моделi з частковим виключення iснує [41] i дає
змогу коректно аналiзувати її на рiвнi опису суцiльного середовища.

Для моделi часткового виключення iз симетричними стрибками
було детально дослiджено коефiцiєни дифузiї та самодифузiї для мiс-
ткости вузла вiд 2 до 5 за допомогою незалежних методiв [42,43,49],
а також вивчено хiд густини та кореляцiйнi функцiї при вiдкритих
крайових умовах [42]. Асиметричний варiант часткового виключен-
ня дослiджено значно менше. Симетрiйнi властивостi кореляцiйних
функцiй аналiзувалися у працi [38]. Однак навiть простi характе-
ристики асиметричного частково-виключного процесу недостатньо
вiдображенi у лiтературi. Наша цiль тут — подати детальнi вiдомо-
стi про фазову дiаграму стацiонарних станiв для вiдкритих країв
та кiнематичнi хвилi на великих масштабах. За цими результатами
можна прослiдкувати, якi змiни викликає послаблення в’язi виклю-
чення у порiвняннi з вiдповiдниками асиметричного простого виклю-
чного процесу, зокрема, положення лiнiй фазових переходiв, форма
масштабних хвиль та iн.

Опис моделi часткового виключення наведено у розд. 2. У розд.
3 подано результати для стацiонарного потоку частинок при перiо-
дичних крайових умовах, якi отримано в наближеннi середнього по-
ля i за допомогою моделювань монте-карло. У розд. 4 аналiзується
фазова дiаграма для вiдкритого ланцюжка. У розд. 5 розглянуто
кiнематичнi хвилi — розрiдження i ударну, — що поширюються на
великих масштабах простору i часу.

2. Одновимiрна модель з частковим виключенням

Опис моделi. Маємо одновимiрний ланцюжок iз L вузлiв, кожний
мiскости 2. Iндекс i = {1, . . . , L} нумерує вузли, а змiнна si = {0, 1, 2}
задає кiлькiсть частинок на вузлi i. Частинки випадково i незалежно
стрибають вздовж зв’язкiв ланцюжка. Окрема частинка може стри-
бнути на сусiднi правий чи лiвий вузол. Iнтенсивнiсть стрибка не
залежить вiд розташування вузла, але залежить вiд його зайнято-
сти. Для стрибка вправо чи влiво вона вiдповiдно дорiвнює p1 чи q1
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для однократно зайнятого вузла i p2 чи q2 для двократно зайнятого
(p0 = q0 = 0). Величина psdt задає iмовiрнiсть того, що за малий
промiжок часу dt вiдбудеться стрибок вправо з вузла, зайнятого s
частинками. Ще накладається умова часткового виключення: стри-
бок може вiдбутися тодi, коли на вузлi призначення є вiльне мiсце
(вiн порожнiй чи мiстить одну частинку). Динамiка задається пра-
вилами:

10
p1

→ 01, 10
q1
← 01,

11
p1

→ 02, 20
q1
← 11,

20
p2

→ 11, 11
q2
← 02,

де 0, 1 i 2 позначають порожнiй, одно- i двократно зайнятий вузол.
Ця динамiка зберiгає число частинок.

У загальному випадку стрибки асиметричнi: q1 6= p1 та q2 6= p2.
Якщо iнтенсивностi однаковi, q1 = p1 i q2 = p2, то модель повнiстю
симетрична. Коли нема, напр., стрибкiв влiво qs = 0|s={1,2}, модель
повнiстю асиметрична. Iнтенсивностi ps та qs додатнi, а вибiр їхнiх
числових значень не обмежений. Ми розглядаємо випадок, коли iн-
тенсивностi пропорцiйнi до зайнятости (ps = sp, qs = sq, де p i q —
базовi iнтенсивностi).

. . . ◦
•
• •

p
→ ◦ •

2q
←
•
•
2p
→ ◦ ◦

q
←•

p
→ •

2q
←
•
•
•
• ◦ • ◦ . . .

Крайовi умови. Макроскопiчнi властивостi i поведiнка системи
вирiшальним чином залежать вiд крайових умов. При перiодичних

крайових умовах частинка, стрибаючи з вузла L вправо, опиняється
на вузлi 1, а частинка, що стрибає з вузла 1 влiво, опиняється на
вузлi L. Це топологiя кiльця. При вiдкритих крайових умовах ча-
стинки з’являються на вузлi 1 з деякою iнтенсивнiстю (якщо вузол
1 має вiльне мiсце), а частинки на вузлi L зникають з деякою iншою
iнтенсивнiстю. У випадку нескiнченно вiддалених крайових умов краї
формально вiдсунуто на ±∞. Вони трапляються при вивченнi поши-
рення хвиль у ланцюжках скiнченної довжини, коли область макро-
скопiчної неоднорiдности ще не досягла країв ланцюжка.

Вiдображення на двосортну модель з реакцiєю. Умову час-
ткового виключення можна звести до повного виключення. Для цьо-
го ми переформулюємо описану модель як двосортну стохастичну
модель з реакцiєю об’єднання—розпаду. Частинку, що самостiйно за-
ймає вузол, позначмо через A; двi частинки на тому самому вузлi
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позначмо як нову частинку сорту B. Тодi будь-який вузол може бути
порожнiм, зайнятим частинкою A чи зайнятим частинкою B. Вузол
не може мiстити двi частинки, якi б вони не були, тобто, має мiсце
умова цiлковитого виключення.

Стрибки вправо з однократно зайнятого вузла (попередньої моде-
лi) зображаються як стрибок частинки A чи об’єднання двох части-
нок A вправо з утворенням частинки B; стрибок вправо з двократно
зайнятого вузла — це розпад частинки B вправо:

A0
p1

→ 0A,

AA
p1

→ 0B,

B0
p2

→ AA,

де 0, як i ранiше, позначає порожнiй вузол. Якщо у моделi з час-
тковим виключенням є стрибки влiво з iнтенсивностями q1 i q2, то
двосортна модель має ще такi мiкропроцеси:

A0
q1
← 0A,

B0
q1
← AA,

AA
q2
← 0B.

Тут зображення початкових станiв помiщено справа вiд стрiлок за-
ради наглядности, а процеси iдуть влiво. Частинки A стрибають
i об’єднуються, частинки B не стрибають, а лише розпадаються.
Стрибки та реакцiї вправо i влiво мають загалом рiзнi iнтенсивностi.
Асиметрiя виникає, якщо чинна хоча б одна з нерiвностей:

p1 6= q1, p2 6= q2.

Динамiка нової моделi теж двовузлова.
Хоч ми досягли умови повного виключення, проте динамiчнi пра-

вила нової моделi не зберiгають чисел частинок кожного сорту. Од-
нак зберiгається їх локальна лiнiйна комбiнацiя. Якщо позначити
сумарнi сортовi числа частинок на двох сусiднiх вузлах через n̂

(2)
A та

n̂
(2)
B , то динамiка на цих вузлах не змiнює величини:

n̂
(2)
A + 2n̂

(2)
B .

Для циклiчних крайових умов отримуємо звiдси макроскопiчну в’язь
на повнi числа частинок обох сортiв NA й NB: NA + 2NB = N , де N
— фiксоване число, що дорiвнює повному числу частинок N у моделi
з частковим виключенням на кiльцi.
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Вiдобразивши попередню модель на двосортну повнiстю виклю-
чну модель з реакцiєю, ми позбулися часткового виключення. Це
можна розглядати як спрощення. Однак плата за це — поява двох
сортiв, незбереження чисел частинок у динамiчних правилах i в’язь
на двовузловi числа частинок. Якщо би вдалося точно розв’язати
одну з цих моделей, напр., при циклiчних крайових умовах, то це
дало би розв’язок i для другої.

3. Стацiонарний стан на кiльцi

Керiвне рiвняння у наближеннi середнього поля. Спочатку
ми подамо керiвне рiвняння для одновузлових iмовiрностей, а потiм
розглянемо стацiонарний стан на кiльцi. Ймовiрнiсть P i

s стану вузла
i, зайнятого s частинками, змiнюється в часi завдяки стрибкам з
цього вузла i на нього. Внески походять вiд стрибкiв на лiвому (L) i
правому (R) зв’язках, що з’єднують вузол i з його сусiдами:

dtP
i
s = x−

L + x+
L + x−

R + x+
R , (3.1)

де взято до уваги, що стрибки зумовлюють зникнення (−) чи появу
(+) стану вузла i з s частинками. Для двочастинкової динамiки вне-
ски x∓ виражаються через двовузловi ймовiрностi P (2)

s′s та P
(2)
ss′′ , що

стосуються лiвого i правого зв’язкiв вузла i. Вони також враховують
кореляцiї мiж сусiднiми вузлами. Ми приймаємо наближення сере-
днього поля, яке цими кореляцiями нехтує. Напр., для лiвого зв’язка
вузла i це нехтування означає, що

P
(2)
s′s ≈ P i−1

s′ P i
s .

У наближеннi середнього поля внески x∓ набувають вигляду:

x−
L ≡ − qsP

i
s(P i−1

0 + P i−1
1 )− δ̃s,kP

i
s(p1P

i−1
1 + p2P

i−1
2 ),

x+
L ≡ δ̃s,kqs+1P

i
s+1(P i−1

0 + P i−1
1 ) + δ̃s,0P

i
s−1(p1P

i−1
1 + p2P

i−1
2 ),

x−
R ≡ − psP

i
s(P i+1

0 + P i+1
1 )− δ̃s,kP

i
s(q1P

i+1
1 + q2P

i+1
2 ),

x+
R ≡ δ̃s,kps+1P

i
s+1(P i+1

0 + P i+1
1 ) + δ̃s,0P

i
s−1(q1P

i+1
1 + q2P

i+1
2 ).

Для прикладу, перший вснесок в x−
L описує стрибки з вузла i влiво

на незаповнений вузол i − 1, а другий — стрибки на вузол i злiва з
непорожнього вузла i−1. Додатковi множники, напр., δ̃s,k ≡ 1−δs,k,
вираженi через символ Кронекера (δs,k = 1, якщо s = k i 0 якщо нi),
скасовують доданки для станiв s = {0; k}.
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Одновузловi ймовiрностi мають задовольняти макроскопiчнi умо-
ви нормування i вiдтворення локальної густини:

P i
0 + P i

1 + P i
2 = 1, P i

1 + 2P i
2 = ρi. (3.2)

Середньо-польовий потiк частинок вздовж зв’язка (i, i + 1) має ви-
гляд:

ji,i+1 = [p1P
i
1 +p2P

i
2 ](P i+1

0 +P i+1
1 )− [q1P

i+1
1 +q2P

i+1
2 ](P i

0 +P i
1). (3.3)

Наведенi керiвне рiвняння i вираз для потоку пiдходять для циклi-
чних та нескiнченно вiддалених крайових умов i для внутрiшнiх ву-
злiв при вiдкритих крайових умовах.

При циклiчних крайових умовах ланцюжок замкнений i число ча-
стинок N не змiнюється. Стацiонарний стан трансляцiйно-iнварiант-
ний i просторово-однорiдний зi середньою густиною числа частинок
ρ ≡ N/L. Стацiонарнi ймовiрностi незмiннi dtPs = 0 i не залежать
вiд номера вузла i. Попередня формула для середнього потоку, по-
стiйного вздовж ланцюжка, спрощується:

j = [(p1 − q1)P1 + (p2 − q2)P2](P0 + P1).

Макроумови не залежать вiд номера вузла: P0 + P1 + P2 = 1 та
P1 + 2P2 = ρ. Керiвнi рiвняння для стацiонарних iмовiрностей теж
спрощуються:

P0 : 0 = (p1 + q1)P1l − P0u, (3.4)

P1 : 0 =
[

− (p1 + q1)P1 + (p2 + q2)P2

]

l + [−P1 + P0]u, (3.5)

P2 : 0 = −(p2 + q2)P2l + P1u, (3.6)

де l ≡ P0 +P1 i u ≡ (p1 + q1)P1 + (p2 + q2)P2. У згодi з макроумовами
лише одне з рiвнянь (3.4)–(3.6) лiнiйно незалежне.

Щоб вiдшукати стацiонарнi ймовiрностi, вiзьмiмо рiвняння для
P0, яке зводиться до

0 = P 2
1 − hP0P2, (3.7)

де h ≡ (p2 + q2)/(p1 + q1). Виражаємо P0 i P2 з макроумов

P0 = 1
2 [2− ρ− P1], P2 = 1

2 [ρ− P1] (3.8)

i пiдставляємо у ф. (3.7). Тодi отримуємо кiнцеве рiвняння для P1:

P 2
1 (4/h− 1) + 2P1 − ρ(2 − ρ) = 0. (3.9)
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Рис. 1. Залежнiсть потоку вiд густини j(ρ) для {p1, p2, q1, q2} =
{1, 2, 0, 0}. Лiнiя — наближення середнього поля, символи — моде-
лювання монте-карло для 500 вузлiв з усередненням за 103 iсторiй
для кожної точки густини.

Квадратичний доданок зберiгається при h 6= 4 i розв’язок має ви-
гляд:

P1 = −
h

4− h
±

√

( h

4− h

)2

+
h

4− h
ρ(2− ρ), (3.10)

де “+” вiдповiдає випадку h < 4, а “−” — випадку h > 4 згiдно
обмежень 0 ≤ P1 ≤ 1.

Для пропорцiйних iнтенсивностей {p, 2p, q, 2q} виходить h = 2 i
тодi:

P0(ρ) = 1
2 [3− ρ−

√

1 + ρ(2− ρ)], (3.11)

P1(ρ) = − 1 +
√

1 + ρ(2− ρ), (3.12)

P2(ρ) = 1
2 [1 + ρ−

√

1 + ρ(2− ρ)]. (3.13)

За допомогою цих виразiв наближено розраховуємо потiк:

j(ρ) = 1
2 (p− q)ρ

[

1− ρ +
√

1 + ρ(2− ρ)
]

. (3.14)

Вiн досягає найбiльшого значення j∗ = 0.7224... в точцi ρ∗ = 1.1446...
(взято p − q = 1). Нахили дотичних у крайнiх точках: j′(ρ = 0) = 1
i j′(ρ = 2) = −2. Нехтування кореляцiй завищує значення потоку
в порiвняннi з результатами моделювань на 2–3% для промiжних
густин (рис. 1). Графiк для потоку асиметричний, бо нема симетрiї
“частинка–порожнина”.
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Рис. 2. Залежнiсть потiк–густина для пропорцiйних iнтенсивностей
{p1, p2} = {1, 2} i qs = 0. Символи — моделювання монте-карло для
ланцюжка малої довжини з усередненням за 103 iсторiй для кожної
густини. Лiнiя — наближення середнього поля.

Зiставмо отриманi результати безкореляцiйного наближення для
потоку з результатами для моделi повного виключення. (Для остан-
ньої найбiльший потiк j∗ASEP = 1/4 досягається при ρ∗ASEP = 1/2.)
Вищенаведене значення найбiльшого потоку майже втричi перевер-
шує значення j∗ASEP. Однак воно досягається при вищому значеннi
густини. При густинi ρ∗ASEP значення потоку j(1/2) = 0.45572..., роз-
раховане за ф. (3.14), майже вдвiчi бiльше за j∗ASEP. Таким чином
перенос у моделi часткового виключення помiтно ефективнiший. Це
зумовлено двома причинами: (а) вищою iнтенсивнiстю стрибка з дво-
зайнятого вузла i (б) бiльшою кiлькiстю станiв вузла призначення,
якi допускають стрибок (стани 0 i 1). Друга причина виглядає ва-
жливiшою, оскiльки при повному виключеннi частинка, присутня на
вузлi призначення, повнiстю блокує стрибок, а в моделi часткового
виключення — нi.

При малих довжинах кiльця значення потоку вищi, нiж у гра-
ницi довгих кiлець. Саме таким є прояв скiнченного розмiру. Вони
також вищi за результати в наближеннi середнього поля (рис. 2). При
промiжних довжинах L ∼ 30 ÷ 40 вiдхилення середньо-польової за-
лежности j(ρ) вiд результатiв комп’ютерних моделювань найменшi.
Рiзниця мiж ними служить у деякiй мiрi характеристикою парних
кореляцiй мiж найближчими сусiдами. Кореляцiї мiж найближчи-
ми сусiдами змiнюють свiй характер саме при вказаних довжинах
кiльця.
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4. Вiдкритий ланцюжок

Крайовi iнтенсивностi та резервуари. Є двi iнтерпретацiї за-
безпечення вiдкритих крайових умов [34]: (а) через iнтенсивностi
подачi й вилучення частинок та (б) за допомогою контакту лан-
цюжка з резервуарами частинок. Ми розглянемо тут найпростiшi
варiанти, прийнявши p1 = 1, p2 = 2, qs = 0. У цьому разi потiк
частинок (3.3) (мiж сусiднiми нескорельованими вузлами) дорiвнює
juncor = ρi[1− P i+1

2 ], де було використано умову нормування (3.2).
У випадку (а) частинки подаються через лiвий край з iнтенсив-

нiстю α. Середнiй потiк на вузол 1 злiва дорiвнює jL ≡ α[1−P2(ρ1)].
Для вилучення частинок на правому краї з iнтенсивнiстю β сере-
днiй потiк з вузла L вправо дорiвнює jR ≡ βρL. У випадку (б) лiвий
край ланцюжка перебуває в контактi з резервуаром iз густиною ρL, а
правий — з резервуаром iз густиною ρR, причому 0 ≤ ρL, ρR ≤ 2. По-
токи через краї дорiвнюють jL = ρL[1−P2(ρ1)] та jR = ρL[1−P2(ρR)].
Зiставлення двох варiантiв для крайових потокiв дає зв’язок мiж iн-
тенсивностями та густинами резервуарiв:

α = ρL, β = 1− P2(ρR). (4.1)

Отже, β має змiст iмовiрности вiльного мiсця у правому резервуарi,
а α i β можна зв’язати з резервуарами, якщо обмежити α ≤ 2 i β ≤ 1.
Використавши для P2 вираз (3.13), отримуємо зв’язок мiж β i ρR:

β(ρR) = 1
2

[

1− ρR +
√

1 + ρR(2 − ρR)
]

, ρR(β) = 1− β +
√

1− β2.

(4.2)
Друге спiввiдношення отримується, якщо обернути перше.

4.1. Фазова дiаграма стацiонарного стану

Форма залежности j(ρ) для часткового виключення якiсно подiбна
до вiдповiдника для повного виключення — це опукла вгору крива.
Тому фазова дiаграма теж якiсно подiбна. Її можна отримати рiзни-
ми методами: в рамках максимiзацiйних принципiв [4,9], за допомо-
гою теорiї доменних стiнок [50] чи з аналiзу поширення кiнемати-
чних хвиль [34]. Фазова дiаграма складається з трьох фаз: низько-
густинної (LD), високо-густинної (HD) i фази найбiльшого потоку
(MC). Ми подаємо фазову дiаграму на площинi густин резервуарiв
(рис. 3) i на площинi крайових iнтенсивностей (рис. 4), вказуючи
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значення густини ρbulk далеко вiд країв (об’ємне) та вираз для ста-
цiонарного потоку. Криву фазових переходiв першого роду ρRI (ρL)
прокоментовано пiзнiше.
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Рис. 3. Фазова дiаграма у змiнних густин резервуарiв. Фази: низької (LD)
i високої (HD) густини та найбiльшого потоку (MC). Фазовi лiнiї сходяться
в у точцi (ρ∗, ρ∗). Насичена суцiльна — лiнiя переходiв I-го роду, штрихова
дiагональ — лiнiя плоских профiлiв.

На площинi густин резервуарiв ρL та ρR областi фаз задаються
так (рис. 3):

• фаза LD: ρL < ρ∗, ρR < ρRI (ρL); постачання повiльнiше за ви-
лучення, ρbulk = ρL, j = 1

2ρ
L
[

1− ρL +
√

1 + ρL(2− ρL)
]

;

• фаза HD: ρL < ρ∗, ρR > ρRI (ρL) та ρL > ρ∗, ρR > ρ∗; поста-
чання швидше за вилучення, ρbulk = ρR, j = 1

2ρ
R
[

1 − ρR +
√

1 + ρR(2− ρR)
]

;

• фаза MC: ρL > ρ∗, ρR < ρ∗; постачання i вилучення швидшi за
перескок в об’ємi, ρbulk = ρ∗, j = j∗.

Фазу HD можна ще задати як ρL > ρLI (ρR), ρR > ρ∗, де ρLI (ρR) —
обернена функцiя до ρRI (ρL). Лiнiя ρL = ρ∗, ρR < ρ∗, що роздiлює
фази LD i MC та лiнiя ρR = ρ∗, ρL > ρ∗ роздiлення фаз HD i MC зо-
бражають переходи II-го роду. Лiнiя фазових переходiв I-го роду мiж
фазами LD i HD описує стацiонарнi стани, у яких профiль густини
має двi областi — низької i високої густини, — роздiленi доменною
стiнкою (стацiонарною ударною хвилею). Ця лiнiя задається умовою
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Рис. 4. Фазова дiаграма у змiнних крайових iнтенсивностей. Фазовi
лiнiї сходяться у точцi (ρ∗;β∗). Лiнiя переходiв I-го роду (насиче-
на штрихова), отримана з ф. (4.4), слабко вiдрiзняється вiд прямої
(тонка червона). Штрихова дуга — лiнiя плоских профiлiв.

однакових потокiв у назваеих областях j(ρL) = j(ρR) для ρL < ρ∗ i
ρR > ρ∗:

ρL
[

1− ρL +
√

1 + ρL(2− ρL)
]

= ρR
[

1− ρR +
√

1 + ρR(2− ρR)
]

, (4.3)

Розв’язавши це рiвняння вiдносно, напр. ρR, отримаємо залежнiсть
ρR = ρRI (ρL). Її властивостi можна добути з аналiзу потоку у випадку
кiльця: j(ρ) має нахил 1 при малих значеннях ρ i нахил −2 в околi
ρ = 2 (рис. 1). Бiля ρ = ρ∗ потiк j(ρ) можна наблизити параболою з
вiтками вниз. Тому лiнiя ρRI (ρL) має нахил −1/2 бiля точки (0; 2) i
нахил −1 бiля точки (ρ∗, ρ∗), див. рис. 3. Функцiю ρRI (ρL) отримуємо,
розв’язавши рiвняння (4.3) чисельно.

Фазову дiаграму у змiнних крайових iнтенсивностей зображено
на рис. 4. Лiнiю фазових переходiв I-го роду, що задається залежнi-
стю βI(α), ми розглянемо пiсля опису фаз. Фазовi областi задаються
так:

• фаза LD: α < ρ∗, β > βI(α); вилучення домiнує, ρbulk = α,
j = 1

2α
[

1− α +
√

1 + α(2− α)
]

;

• фаза HD: α < ρ∗, β < βI(α) та α > ρ∗, β < β∗; постачання
домiнує, ρbulk = 1− β +

√

1− β2, j = β[1− β +
√

1− β2];

• фаза MC: α > ρ∗ i β > β∗; постачання i вилучення швидшi за
перескок в об’ємi ланцюжка, ρbulk = ρ∗, j = j∗.
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Особливе значення β∗ = 0.631109... знайдено за ф. (4.2) як β(ρR =ρ∗).
Лiнiї α = ρ∗, β > β∗ та α > ρ∗, β = β∗ зображають фазовi переходи
II-го роду. Залежнiсть для лiнiї фазових переходiв I-го роду β =
βI(α), α < ρ∗, β < β∗, яка роздiлює фази LD i HD, знаходимо з умови
рiвности потокiв на краях, виражених через α i β. Пiдставляючи у
ф. (4.3) спiввiдношення зв’язку (4.1) i вираження (4.2) β через ρR,
одержуємо рiвняння:

α[1 − α +
√

1 + α(2 − α)] = 2β[1− β +
√

1− β2]. (4.4)

Середньо-польову залежнiсть β = βI(α) знаходимо чисельно. Вона
дещо вiдрiзняється вiд прямолiнiйного вiдрiзка , що сполучає точки
(0, 0) i (ρ∗, β∗). Хоча, це вiдхилення може бути артефактом набли-
ження.

Розгляньмо лiнiю плоских профiлiв. Коли густини обох резер-
вуарiв однаковi ρL = ρR, хiд густини постiйний вздовж вiдкритого
ланцюжка (стацiонарний плоский профiль). Цей стан подiбний до
стану на кiльцi. На вiдмiну вiд лiнiї α + β = 1 для повного виклю-
чення [1,5,51], наближення середнього поля не задає точно цiєї лiнiї
через кореляцiї. Отримаймо рiвняння для лiнiї плоских профiлiв на
площинi (α, β), рис. 4. Пiдстановка першої формули зв’язку (4.1) в
умову плоского профiлю дає α = ρR. Далi виражаємо ρR через β, за
допомогою другого спiввiдношення ф. (4.2):

α(β) ≡ 1− β +
√

1− β2, β(α) ≡ 1
2

[

1− α +
√

1 + α(2 − α)
]

, (4.5)

де друга залежнiсть обернена до першої.

5. Кiнематичнi хвилi на нескiнченному ланцюжку

Ми розглядаємо хвилi густини ρ(x, t), що розвиваються з початко-
вого профiлю у формi сходинки, локалiзованої в точцi x = 0:

ρ(x, 0) =

{

ρ−, x < 0;

ρ+, x > 0.
(5.1)

Можливi випадки низхiдної ρ− > ρ+ та висхiдної ρ− < ρ+ сходинок,
якi розглянемо нижче.

У границi великих просторових i часових масштабiв [52] огрубле-
на локальна густина частинок ρ(x, t) задовольняє рiвняння неперерв-
ности ∂tρ + ∂xj = 0, де j(x, t) — потiк частинок, зв’язаний з полем
ρ. Для потоку j(x, t) застосовуємо локальне стацiонарне наближен-
ня, яке означає, що вiн залежить вiд координати i часу лише через
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ρ(x, t) так, як задано у виразi (3.14). Тодi поле густини задовольняє
диференцiальне рiвняння у частинних похiдних першого порядку:

∂tρ + u(ρ)∂xρ = 0, (5.2)

де u(ρ) ≡ ∂ρj(ρ) — групова швидкiсть, яка характеризує поширен-
ня локальних густинних збурень [9, 50]. Максимум залежности j(ρ)
вiдповiдає нульовiй швидкостi поширення збурень густини.

Рiвняння (5.2) для ρ(x, t) можна розв’язати за допомогою мето-
ду характеристик [53]. Вiн дає, що густина постiйна вздовж прямих
лiнiй на площинi (x, t), нахил яких задається залежнiстю u(ρ). По-
чатковий розрив густини у ф. (5.1) може розмиватися, формуючи
перехiдну область з рухомими краями x−(t) та x+(t). Однак для за-
даної початкової сходинкової умови (5.1) промiжнi профiлi, взятi у
рiзнi моменти часу, геометрично подiбнi, тому розв’язок залежить
вiд x i t лише у комбiнацiї v ≡ x/t. Це кiнематична масштабна змiн-
на. Вслiд за [15, 16] записуємо:

ρ(v) =







ρ−, v ≤ v−;
I(v), v− ≤ v ≤ v+;
ρ+, v ≥ v+.

(5.3)

Тут v означає локальну швидкiсть змiщення хвилi, а значення v− i
v+ вiдповiдають просторовим розташуванням x− та x+ країв хвилi;
перехiдна область хвилi описується залежнiстю I(v) ≡ u−1(v), яка є
оберненою функцiєю до v = u(ρ).

Для моделi часткового виключення групова швидкiсть в набли-
женнi середнього-поля має вигляд:

u(ρ) = (p− q)12
[

1− 2ρ + (1 + 3ρ− 2ρ2)/
√

1 + ρ(2 − ρ)
]

. (5.4)

Вона спадає з густиною, зануляючись при ρ∗. Тому на великих прос-
торово-часових масштабах низхiдна початкова сходинка розвиває-
ться у хвилю розрiдження, а висхiдна — в рухому ударну хвилю.

У першому випадку має мiсце u(ρ−) < u(ρ+) — область злiва
(ρ−) вiдстає вiд области справа (ρ+) i формується хвиля розрiджен-
ня (рис. 5). Її промiжна область опукла вгору (на вiдмiну вiд лiнiй-
ного ходу для повного виключення). Розташування країв хвилi v−
та v+ знаходимо з умови неперервности v∓ = u(ρ±). “Точка” хвилi з
густиною ρ∗, що досягається при v = 0, нерухома. Для ρ− > ρ∗ > ρ+,
краї хвилi розрiдження рухаються в рiзнi боки, для ρ+ > ρ∗, обидва
краї рухаються влiво i для ρ− < ρ∗ — обидва вправо.

Ударна хвиля (рис. 5) виникає, коли область злiва (ρ−) має бiль-
шу групову швидкiсть, нiж область справа (ρ+): u(ρ−) > u(ρ+). Саме
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Рис. 5. Масштабнi хвилi, що розвиваються з початкових сходинкових про-
фiлiв. Злiва: хвиля розрiдження при ρ− = 1.6, ρ+ = 0.05. Справа: ударна
хвиля при ρ− = 0.95, ρ+ = 1.8. Моделювання монте-карло ланцюжка iз
103 вузлами усереднено за 8.1·103 iсторiями; лiнiї — аналiтичний опис. На-
кладання профiлiв у рiзнi моменти часу пiдтверджує масштабнiсть хвиль.

це має мiсце для висхiдної початкової сходинки. Розташування зони
перепаду густини знаходимо з виразу vsh = (j−− j+)/(ρ−− ρ+), див.
напр. [52, 53]. Для часткового виключення це дає:

vsh =
p− q

2

[

1−ρ−−ρ+ +
ρ−

√

1 + ρ−(2 − ρ−)− ρ+
√

1 + ρ+(2 − ρ+)

ρ− − ρ+

]

.

При ρ− > ρ∗ маємо високогустинну ударну хвилю, що рухається
лiворуч, а при ρ+ < ρ∗ — низькогустинну, що рухається праворуч;
коли ж ρ− < ρ∗ < ρ+, напрямок поширення хвилi визначається з
виразу для vsh. Скiнченна ширина ударної хвилi зумовлена дифузiєю
i не охоплюється прийнятим наближенням локальної стацiонарности.

6. Висновки

Ми представили найпростiшi характеристики асиметричної моделi
одновимiрного переносу iз в’яззю часткового виключення для рiзних
крайових умов. Розрахунок проведено у безкореляцiйному набли-
женнi, тобто, в середньому полi.

У випадку перiодичних крайових умов середньо-польова зале-
жнiсть потоку вiд густини частинок завищує данi комп’ютерного мо-
делювання для великих довжин кiлець на 2–3%. Для довжин до 30
вузлiв наближення середнього поля занижує результати комп’ютер-
ного моделювання. Фазову дiаграму для вiдкритих країв представ-
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лено на площинi густин резервуарiв i на площинi крайових iнтенсив-
ностей подачi та вилучення частинок. Вона складається з низько-
густинної i високо-густинної фаз i фази найбiльшого потоку. Лiнiї
розмежування фаз описують переходи II-го i I-го роду. Отриманi
кiнематичнi хвиля розрiдження i ударна хвиля характеризують по-
ведiнку моделi на великих масштабах простору i часу. На вiдмiну вiд
лiнiйного ходу для моделi повного виключення, хвиля розрiдження
для часткового виключення опукла вгору.

Наведенi результати вiдображають змiни, зумовленi умовою час-
ткового виключення, у порiвняннi з асиметричним простим виклю-
чним процесом.
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